LA ZrCOHOMOLOGIE DU MODÈLE DE DELIGNE-CARAYOL EST 

SANS TORSION 



par 



Boyer Pascal 



Résumé. — Cet article est la version entière de [S] oii on étudie le complexe des cycles proches 
de certaines variétés de Shimura unitaires. Le but est de prouver que les faisceaux de cohomologie 
de ce complexe sont sans torsion et d'en déduire, via le théorème de comparaison de Berkovich ^5], 
que la Zj-cohomologie du modèle de Deligne Carayol est sans torsion. 

Abstract (The Zj-cohomology of Deligne-Carayol's model is torsion free) 

This article is the continuation of ^8, where we study thc vanishing cycles of some unitary Shimura 
variety. The aim is to prove that the cohomology sheaf of this complexe is free so that, thanks to 
the main theorem of 5 , we can deduce that the Zj-cohomology of the model of Deligne-Carayol is 
free. 
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Introduction 

Dans [13] la correspondance de Langlands locale est prouvée par voie globale via l'étude de la 
cohomologie d'une certaine classe de variétés de Shimura unitaires X qualifiée de « simple » dans 
[13j . Notant F le corps reflex de la donnée de Shimura associée k X, on obtient un schéma de 
Hecke, au sens de [8j, défini au-dessus de SpecO^, où Oy est l'anneau des entiers du complété de 
F en une place v bien choisie, cf. le ij3.3l On obtient alors d'après [14 , un faisceau pervers 5" de 
Hecke dit des cycles proches sur la fibre spéciale géométrique X-g de X en v. Notant d la dimension 
de X, sa fibre spéciale Xg admet une stratification de Newton 

X, = Xf^ D Xf^ • • • D Xf'^ 

où Xf^ :— Xf^ — Xf'^^^ est de pure dimension d — h. La strate Xf'^ admet des revêtements 
d'Igusa de seconde espèce, construits dans |13j . qui fournissent des systèmes locaux dits d'Harris- 
Taylor. 

Dans [8] nous avons explicité la filtration de monodromie du faisceau pervers des cycles proches 
^ en termes d'extensions intermédiaires de ces systèmes locaux d'Harris-Taylor. On observe alors 
que cette filtration coïncide avec la filtration par les poids. Le but de cet article est de prouver que 
les fibres des faisceaux de cohomologie du complexe \1/ sont sans torsion ce qui d'après le théorème 
de comparaison de Berkovich montrera que la cohomologie entière des espaces de Lubin-Tate est 
sans torsion, cf. le ÎJ31 

La filtration de monodromie-poids n'étant pas entière, on considère des filtrations de associées 
à la stratification de Newton. Ces filtrations fournissent des réseaux stables des systèmes locaux 
d'Harris-Taylor ainsi que certaines extensions intermédiaires « coincées » entre les complexes d'in- 
tersection relativement aux t-structures p et p+, cf. le ^ La « position » de ces faisceaux pervers 
ainsi que la classe d'équivalence de ces réseaux stables, dépendent de la filtration considérée, cf. la 
remarque qui suit la proposition 17.2.51 On étudie plus particulièrement deux de ces constructions, 
la première dite en amont par les images admet pour gradués les p-complexes d'intersection et la 
deuxième dite par les noyaux a pour gradués les complexes d'intersection. 

On est ainsi dans un premier temps ramené à étudier les faisceaux de cohomologie de ces p- 
complexes d'intersection. En caractéristique nulle dans [8], on avait étudié la suite spectrale des 
faisceaux de cohomologie associée à la filtration par les poids de l'extension par zéro d'un système 
local d'Harris-Taylor. Il découle de cette description, cf. >i6.4l qu'il ne peut y avoir qu'une seule 
façon de les filtrer ; en particulier toutes nos filtrations de stratification doivent coïncider ce qui 
nous permet de montrer, i j7.1l que les gradués sont les p-complexes d'intersection dont les faisceaux 
de cohomologie sont sans torsion. 

On revient ensuite, H6.5I à l'étude des faisceaux de cohomologie de via la suite spectrale 
associée à la filtration de stratification en amont par les images ; cette filtration « découpe » notre 
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faisceau pervers en faisceaux pervers Pi qui se comporte comme l'extension par zéro d'un système 
local d'Harris-Taylor de sorte que leurs faisceaux de cohomologie sont sans torsion, cf. 17.21 L'étude 
analogue en caractéristique nulle montre enfin qu'il n'y a pas de flèches dans la suite spectrale 
associée à la filtration dont les gradués sont les Pi ce qui permet de conclure. 

Enfin ij7.3l on étudie les faisceaux de cohomologie des p+-complexes d'intersection des systèmes 
locaux d'Harris-Taylor attachés à une Q;-représentation cuspidale tt^ de GLg{Fy) ; si la réduction 
modulo / de tt^ est supercuspidale les versions p et p-\- des complexes d'intersection coïncident 
et dans le cas contraire on explicite la Z-torsion des faisceaux de cohomologie. Pour comprendre 
explicitement la torsion, il suffirait de comprendre les réductions modulo /" de ces représentations. 

Décrivons succinctement le contenu des différents paragraphes. Pour K une extension finie de 
Qp, on commence ijf .11 par rappeler les notations et les propriétés de la théorie des Q; (resp. 
F;) représentations de GLn{K) où l est un nombre premier distinct de p ; la référence usuelle 
est [21j (resp. [19]). On résume ensuite m. 51 les résultats de [7] sur la réduction modulo l d'une 
représentation de Steinberg généralisée et i il.6l sur celle des représentations du groupe de Weil Wk 
de K et du groupe des inversibles de l'algèbre à division centrale sur K d'invariant 1/d. 

Au ÎJH on rappelle quelques unes des constructions de [7] sur les réseaux d'inductions des 
représentations de Steinberg généralisée et on explicite la cohomologie d'un complexe de GLd{K)- 
modules qui intervient dans la cohomologie des p-l— complexes d'intersection des systèmes locaux 
d'Harris-Taylor. On introduit ensuite les objets locaux, ^ à savoir les espaces dits de Lubin-Tate, 
et les objets globaux, ij6.41 qui sont certaines classes de variétés de Shimura unitaires introduites 
par Kottwitz et étudiées dans |13) . 

Au ^ on rappelle en suivant [16' les théories de torsion sur le coeur d'une catégorie triangulée 
Z/-linéaire et on explicite, proposition 15.1.71 la construction du saturé d'un sous-objet d'un objet 
libre. La situation qui nous intéresse est celle du recollement de ^-structures perverses, ^5.41 pour 
des S'-schémas oh S est le spectre soit d'un corps, soit d'un anneau de valuation discrète A soit 
celui du normalisé A de A dans une clôture algébrique du corps des fractions de A. On utilise cette 
dernière situation pour le complexe des cycles proches via la proposition 15.4.91 

On applique [JHlles considérations précédentes pour filtrer un faisceau pervers P sans torsion sur 
un schéma muni d'une stratification. Pour une stratification donnée, on peut ainsi définir plusieurs 
de ces filtrations dites « de stratification » ; dans ce papier on n'utilisera que celles qualifiées de 
en aval ou en amont par les images ou par les noyaux. Chacune de ces filtrations de stratification, 
proposition 16.3.11 « découpe » un réseau stable des systèmes locaux associés à P (g)^^ Qi ainsi 
qu'un faisceau pervers « coincé > entre les versions p et p-\- des complexes d'intersection de ces 
systèmes locaux ; quand on change de filtration on modifie non seulement les réseaux stables mais 
aussi la position du faisceau pervers. On exhibe, lemme I6.2.3[ deux situations où il est possible à 
priori de fixer la position de ces faisceaux pervers ; on exploitera ce résultat dans l'étude, t j7.11 de 
l'extension par zéro d'un système local d'Harris-Taylor et dans celle, ^7.21 du faisceau pervers des 
cycles proches. 

Ce papier est la version entière de [8] et sera suivi par la version entière de [9] où l'on étudiera 
la Z;-cohomologie des systèmes locaux d'Harris-Taylor ainsi que celle de la variété de Shimura. Le 
point de départ de ce nouveau papier est donné par l'étude, t)7.3l des faisceaux de cohomologie 
des p-l— complexes d'intersection des systèmes locaux d'Harris-Taylor. 



1. Représentations de GLn{K) 

Dans la suite K désigne un corps local non archimédien dont le corps résiduel est de cardinal 
q une puissance de p. Dans ce paragraphe, on rappelle des notations et quelques résultats sur les 
représentations admissibles de GLn{K) à coefficients dans puis F; où l un nombre premier 
distinct de p. On fixe une racine carrée q'^ de q dans Q; ce qui par réduction modulo l en fournit 
une sur F;. 
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Les partitions A de n seront systématiquement décroissantes 

r 

Â= (Al ^ A2 ^ ••• ^ A, > 0), ^A, = n; 

les Ai sont appelés les blocs de A et on notera |A| — r le nombre de blocs. La somme de deux 
partitions A de n et A' de n' est la partition de n + n' dont l'ensemble des blocs est la réunion de 
ceux de A et A'. 

1.1. Inductions paraboliques et foncteurs de Jacquet. — Suivant [8], pour k G ^Z, nous 
noterons ^{k} la représentation tordue de tt de sorte que l'action d'un élément g e GLn{K) est 
donnée par T^[g)y{g)^ avec v : g € GLn{K) n- g-™i(dotg)_ 

1.1.1. Définition. — Pour une suite (ri,r2,-- - , r^) telle que X)i=i ''i = c^, on note Pri,r2,-- .i-k 1^ 
sous-groupe parabolique standard de GLd associé au sous-groupe de Levi GL^i x GL^a x • • • x GL^^ 
et on note -/V^i,... son radical unipotent. 

Remarque : on mettra en exposant op pour désigner les paraboliques opposés aux standards ci- 
avant. 

1.1.2. Définitions. — - Soit P — MN un parabolique de GL„ de Lévi M et de radical 
unipotent N . On note Sp : P{K) — > l'application définie par 

6p{h) = |det(ad(/i)|LicAr)r^ 

- Pour (ttijVi) et (712, V2) des R-représentations de respectivement GLn-^{K) et GLn^iK), et 
P un parabolique de Gi„j+„2 de Levi AI = GLn^ x GLn^ et de radical unipotent N , 

■Kl Xp 712 

désigne l'induite parabolique normalisée de P{K) à Gi„j+„2(A') de tti (3 112 c'est à dire 
l'espace des fonctions f : GL„j+„2(-R') — > Vi (g) V2 telles que 

f{nmg) = (5p'/'(m)(^i 7r2)(m) (/(g)) , Vn G iV, Vm G M, Vg G GL„,+^,{K). 

Remarque : en particulier si P est standard alors tti x p 7r2 est l'induite « classique » de 
7ri{n2/2} (K)7r2{-ni/2}. 

- Foncteurs de Jacquet : pour n une R-représentation admissible de GLn{K), l'espace des 
vecteurs N{K)-coinvariants est stable sous l'action de M{K) ~ P{K)/N{K). On notera 
Jp(tt) cette représentation tordue par bp^^"^ . 

1.1.3. Notations. — Dans le cas où P est le parabolique standard (resp. opposé au standard), 
on notera simplement x (resp. x^p) au lieu de Xp (resp. Xpop). 

Formules d'adjonction : Jp est un foncteur exact adjoint à gauche (resp. à droite) de x p (resp. 
de Xpop iSiSp^), c'est la réciprocité de Frobenius (resp. la deuxième formule d'adjonction, cf. |10| 
dans le cas 011 /?, = F;) : 

Hom( Jp(7r), -Kl® 112) — Hom(7r, tti Xp 7r2), 
(resp. Hom(7ri Xpop K2,k) ~ Hom(7ri ® K2,ÔpopJp(k))). 

1.1.4. Définition. — Une représentation g de GLn{K) est dite cuspidale si pour tout parabo- 
lique propre P, Jp{k) est nulle. Elle sera dite supercuspidale si elle n'est pas un sous-quotient 
d'une induite parabolique propre. 
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Étant donné un parabolique P de GL„, son sous-groupe de Levi M ~ GL\-^ x • • • x GL\^ fournit 
une partition Ap = (Ai ^ • • • ^ A^ > 0) de n. De la définition de cuspidalité, il résulte qu'étant 
donnée une représentation irréductible tt, si P et P' sont deux paraboliques tels que Jp{n) et 
Jp'{tt) sont cuspidales, alors les partitions Ap et Ap' sont les mêmes, cf. 1.6.2. 

1.1.5. Définition. — Pour n une représentation irréductible, la partition Ap de tt associée à un 
parabolique P tel que Jp(7r) est cuspidale, sera désignée par le niveau cuspidal de tt ; la relation 
d'ordre considérée sur ces partitions Ap = (Ai • • ■ ^ A^ > 0) de n, sera la relation d'ordre totale 
induite par l'ordre lexicographique sur (Ai, A2, ■ • • , A^, 0, • • • ). 

Remarque : le niveau cuspidal d'un produit tensoriel pi®- • -Opi est celui de la somme Ap^ +■ • ■+Ap^ 
des niveaux cuspidaux Ap^ des pi. 

1.2. Modèles de Whittaker. — Soient V' ■ Ok — > un caractère et A = (Ai J5 ■ • ■ ^ 
\r > 0) une partition de n ; on définit alors un caractère ipj sur le radical unipotcnt U du Borel 
standard de GLn{K), par la formule 

V'j(u) ^(^-Uj,,+i) 

i 

OÙ la somme porte sur les indices 1 ^ i < n tels que i 7^ Ai, Ai -I- A2, ■ • • . 

1.2.1. Proposition-Définition. — [17] III. 1.8 Soit tt une R-représentation irréductible de 
GLn{K) ; il existe alors une unique partition Ajr maximales pour l'ordre de Bruhat, telle que le 
nombre fini 

m(7r. A) := dimp }iomRu{Tr\u, ipj) 
est non nul. On désigne cette partition comme le niveau de Whittaker de n. 

Remarque : ainsi lorsque l'on considère des niveaux de Whittaker, la relation d'ordre sera celle de 
Bruhat alors que pour les niveaux cuspidaux ce sera celle de 11.1.51 

1.2.2. Définition. — Une représentation irréductible tt telle que Att — (n), est dite non 
dégénérée. 

Remarque : pour tt irréductible et non dégénérée, on a m(7r, (n)) — 1 ; c'est l'unicité du modèle de 
Whittaker. 

1.2.3. Définition. — Soit tt une représentation de longueur finie. Pour fc ^ 1, la dérivée d'ordre 
fc, TT^'^' de TT est la restriction parabolique de GLn{K) à GLn^k{K) x GLk{K) suivie par l'ap- 
plication sur les G'L„_fc(iir)-représentations, donnée par le nombre de modèles de Whittaker non 
dégénérés de sa G'Lfc(_ft')-partie. 

1.3. à coefficients dans Q;. — Commençons tout d'abord par quelques rappels sur le centre 
de Bernstcin. Soit /q^ — |(Af, 7r)|/ ^ où : 

- M est un sous-groupe de Levi de GLn{K) ; 

- TT est une représentation irréductible supercuspidale de M ; 

- la relation d'équivalence ~ est la relation d'équivalence inertielle, i.e. (M, tt) ^ {M',tt') si et 
seulement s'il existe g G GLd{K) et un caractère x non ramifié de M tels que M' = et 
tt' ~ (X7r)f. 

Pour tout s = (Af , tt) £ /q^ , soit *Bq^ ^ la sous-catégorie pleine de Q; [GLd{K)] — modoo formée des 
objets dont tous les sous-quotients irréductibles contiennent {M, ttx) dans leur support cuspidal 
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pour un certain caractère non ramifié x de M . La catégorie *Bq^ ^ est alors un facteur direct 
indécomposable, appelé bloc de Bernstein et on a une décomposition orthogonale 

qi[GLa{K)] ~ modoo ^ 

SG/ 

qui fournit une décomposition orthogonale de la catégorie dérivée associée 

WlfmGLa{K)U)=^n\f{^,). 

se/ 

Remarque : lorsque M est le tore maximal, pour tt un caractère non ramifié, le bloc associé s'appelle 
alors le bloc unipotent. Plus généralement pour M — GL^ avec (i = s(7etn = 7rCS)---(8)7r pour 
TT une représentation irréductible cuspidale de GLg{K), le bloc correspondant à (M, H) s'appelle 
le bloc TT-unipotent. Parmi les représentations 7r-unipotente sont les représentations elliptiques, 
celles dont le support cuspidal est un segment de Zelevinski, dont nous allons introduire quelques 
notations. 

1.3.1. Définition. — Soient g un diviseur de d = et tt une représentation cuspidale 
irréductible de GLg{K). L'induite parabolique 

ni- — -} X TT^- — ^1 X • • • X ni- — -} 

possède 

- un unique quotient irréductible noté Sts(7r) ; c'est une représentation de Steinberg généralisée. 

- une unique sous-représentation irréductible notée Spehj,(7r) ; c'est une représentation de Speh 
généralisée. 

Remarque : pour n irréductible cuspidale, on aurait aussi pu définir Sts(7r) comme l'unique sous- 
quotient irréductible non dégénéré de l'induite n{^^} x • • • x n{^^}. 

En ce qui concerne les foncteurs de Jacquet, on rappelle que d'après [21J, on a 

^P*„(e-.„ (St. W) = Stt(^{ Vl) ® St,_i(^{-|}); 

Jp., (Speh. W) = Speh,(^{-^}) ® Speh,_,(^{|}); 

Jp;p^^_^^^ (St. W) = Stt(^{-^}) ® St,_t(7r{|}); 

Jpop '(Speh,(7r)) = Speh,(^{ Vl) ® Speh,_,(^{-|}). 

1.3.2. Définition. — D'après \21[ 2.10, l'induite parabolique 

St,_,W-^})xSpeh,wi^}) 

admet une unique sous-représentation irréductible que l'on note LTT^{s,t) qui s'avère être aussi 
l'unique sous-représentation irréductible des induites suivantes. 

Speh,+iW^}) x St,_,_i(7r{-^}), 

Speh^WV» x„pSt,_,(7r{-|}), 
St,_i_i(7r{-ï±i}) x„p Speh,+iW^}) 

Remarque : les représentations de la forme LTt^{s, t) sont dites elliptiques de Lubin-Tate car d'après 
[8] ce sont exactement celles qui apparaissent dans la cohomologie des tours de Lubin-Tate. 
Remarque : alternativement, on pourrait aussi d'après |2l]. caractériser LT^(s,i) comme l'unique 
quotient irréductible des induites paraboliques : 

St,_,_i(^{-i±i}) X Speh,+i(^{^}), Speh,(^{^}) x St,_i(7r{-|), 
Speh,+i(^{^^}) x„p St3_t_i(7r{-i±i}), St,_t(^{-|}) x^^ Speh,(7r{ V»- 

Remarque : d'après |21j §2, toutes les induites précédentes sont de longueur 2. 

Afin d'éviter d'avoir à écrire systématiquement toutes ces torsions, on introduit les notations 
suivantes. 
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1.3.3. Notations. — Un entier g ^ 1 étant fixé, pour tti et 7r2 des représentations de respecti- 
vement GLt-^g{K) et GLt2g{K), on notera 

TTlXTTz = } X 7r2{-|-} 

TTlXopTrs = 7ri{--^} Xop 7r2{|-} 
TTlXopTrs = 7ri{^} Xop7r2{-|-} 

Remarque : avec ces notations, LT-,^{s^ t^est, par exemple, l'unique sous-représentation irréductible 
de Sts_t(7r) X Speh((7r) et de Spelij(7r) x Sts_t(7r). 

1.4. à coefficients dans F;. — Étant donnée une puissance q de p, on note ei{q) l'ordre de 
l'image de q dans F^^. On dit que / est banal pour GLn{K) si e/(q) > n. 

1.4.1. Définition. — Etant donné un multi-ensemble s — {tt"^, ■ • • ,7r"''} de représentation cus- 
pidales, on note d'après |19j V.7, St(s) l'unique représentation non dégénérée de l'induite 

ni 

7r(s) := TTl X • • • X TTl X ■ • • 

Remarque : d'après [19] V.7, toutes les représentations non dégénérées sont de cette forme. 

1.4-2. Notation. — Pour p une représentation irréductible cuspidale et s ^ 1, on note s{p) :— 
|p, p{l}, • ■ • , p{s — Avec les notations de |19| V.4, on notera Sts{p) pour St(s(p)). 

1.4.3. Définition. — La droite associée à g est l'ensemble {g{i} / i E Z,} de cardinal fini e{g) 
un diviseur de ei{q), cf. |19| p. 51. On pose comme dans loc. cit. 

e{g), si e{g) > 1; 
/, sinon. 



m{g) 



1.4.4- Proposition. — |19| V.4 Soit g une représentation irréductible cuspidale. La représentation 
non dégénérée Sis{g) est cuspidale si et seulement s — 1 ou m{g)l^ pour fc ^ 0. 

Remarque : toute représentation irréductible cuspidale est de la forme Sts(£i) pour g irréductible 
supercuspidale et s = 1 ou de la forme m{g)l^ avec fc ^ 0. 

1.4.5. Notation. — Soit g une représentation irréductible cuspidale de GLg{K) ; on note alors 
g-i = g et pour tout i ^ 0, gi ~ St,n(gyi{g). 

1.4.6. Définitions. — Soit g une ¥1 -représentation irréductible cuspidale de GLg{K) : 

- un segment de Zelevinski associé à g et de longueur r ^ 1 est l'ensemble de représentations 
cuspidales 

{Q,r) = ^g,g{l},--- , g{r - 

- Un paramètre de Zelevinski est un multi-ensemble a = {gi,ri)i<^i^t de segments de Zele- 
vinski; le support s de a est le multi-ensemble réunion des {gi,ri) pour 1 ^ i ^t. 

- Un paramètre de Zelevinski de la forme {gi,r)i<^i<^t où{gi,--- , gt} est un segment {g, m{g)l^) 
pour u ^ 0, est appelé un cycle. 

- Un paramètre de Zelevinski qui ne contient pas de cycle est dit restreint. 

- Un paramètre de Zelevinski dont le support cuspidal est super cuspidal, est dit supercuspidal. 

1-4-7- Proposition. — i^ |19] V.9 et [11] %2.2.3) Étant donné un paramètre de Zelevinski a, on 
définit une représentation irréductible < a> telle que : 

- si a = {g,r) est un segment de Zelevinski, alors < {g,r) > est défini par récurrence en 
demandant que sa dérivée maximale soit < {g,r) >(^' = < {g,r — 1) > ; 
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- si a — {gi, ri)i<^i<^t alors < a > est l'unique sous-quotient irréductible de 

7r(a) :=< {gi,ri) > x • • • x < {gt,rt) > 
dont le niveau de Whittaker est le même que celui de 7r(a). 

Remarque ; on a < a >=< >=< Urst > et le support supercuspidal (resp. cuspidal) de < a > 
est le support de (resp. de Orst)- 

1.4-8. Théorème. — (cf. 19 V. 11-12) L'application a H.< a > induit une bijection entre les 
paramètres de Zelevinski restreints (resp. supercuspidaux) et les représentations irréductibles de 
GL{K). 

Comme dans le cas de caractéristique nulle, soit (M, p) une paire de Levi supercuspidale, i.e. 
p est une représentation irréductible supercuspidale du Levi M de GLd{K) ; on note encore /|;^ 
l'ensemble des classes d'équivalence de ces paires modulo la relation d'équivalence inertielle et 
on considère pour s S If^, la sous-catégorie ^ pleine de F/[G'Ld(if)] — modoo dont les sous- 
quotients irréductibles sont des sous-quotients d'une induite parabolique indp p' oh P est de Levi 
M et p' - p. 

1.4-9. Proposition. — (cf. |19) ^IV.6) Pour toute paire de Levi supercuspidale S E L , la 
catégorie 55]?^ ^ est un bloc de ¥i[GLd{K)] — niodoQ et Oïl Qj une dccouipositioTi ovthogondle 

¥i[GLdiK)] - modoo ~ Q^^^. 

se/ 

Remarque : comme dans le cas de caractéristique nulle, le bloc associé à la représentation triviale 
du tore maximal de GLd{K) est appelé le bloc unipotent. Dans le cas oià M = GLg{KY avec p = 
g® - ■ - ^g où g est une représentation supercuspidale irréductible de GLg{K), le bloc correspondant 
est dit £i-unipotcnt. 

1.5. Réduction modulo / d'une représentation de Steinberg généralisée. — On fixe une 
Q/-représentation irréductible cuspidale entière tt de Glg{K) dont on note g la réduction modulo 
l. On renvoie le lecteur à ll.4.3l pour les définitions de e{g) et 771(^1) et à ll.4.5l pour les notations de 
gi pour tout i ^ — 1. 

On rappelle qu'une représentation p est dite g-unipotente si p appartient au bloc g- unipotent, 
i.e. p est un sous-quotient irréductible de g{ii} x • • • x g{ir} où les ik sont des éléments de Z 
quelconques. 

Remarque : le niveau cuspidal A = (Ai ■ ■ - ^ •^|Â|) d'une représentation ^'-unipotente est tel que 
pour tout î = l,---,|A|, 

/ rfi{g)l^^g avec fci ^ 
Ai = < 

l 9 

1.5.1. Définitions. — -Le g-niveau d'une représentation irréductible g-unipotente est la 
suite (m_i, mo. Toi, • • • ) telle que son niveau cuspidal A ~ (Ai ^ •••) vérifie que pour tout 
i ^ 0, rui (resp. m-i) désigne le nombre d'indices j tel que Xj — gm{g)P (resp. Xj — g). 

- Une représentation g-unipotente de g-niveau (to_i,0, • • • ) sera dite g-superunipotente. 

- On note Pg-su la projection du groupe de Grothendieck des représentations g-unipotentes vers 
celui des représentations g-superunipontentes. 

Remarque : la relation d'ordre [l.l.Sl est alors l'ordre lexicographique sur les suites à valeurs dans 
N. 

1.5.2. Définitions. — Soit s ^ 1 un entier et g une représentation irréductible cuspidale de 
GLg{K) : 
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- Ig{s) désigne l'ensemble des suites (to_i, mg, • • • ) à valeurs dans N telles que s = m_i + 
'm{g) X^âS "^fc^*^ / note Igg(s) le cardinal de Tg{s) ; 

- pour tout s ^ 1, sZ. est l'élément (mi)i^_i de Ig{s) tel que m_i = s et mt = pour tout 
i^O; 

- pour tout s ^ 1, s+ désigne l'unique suite {m^i,mQ, ■ ■ ■) £ Ig{s) telle que m_i < m^g) et 
pour tout k ^ 0, mk < l ; 

1.5.3. Définition. — Pour i — (î-i, iq, ■ • • ) G "^gis), on définit 

St,(É-) := St^-^ X St^- [qo) X • • • X St^(g„) 

où ifc pour tout fc > u et oii les Qi sont définis en ll.4.5l 

Remarque : avec ces notations, d'après |19j V.7 St^+(£i) est l'unique sous-quotient irréductible non 
dégénéré de r/(Sts(7r)). 

1.5.4- Théorème. — Dans le groupe de Grothendieck des ¥i-représentations de GLsg{K), on a 
l'égalité suivante : 

Par ailleurs pour tout i G Ig{s) et pour tout parabolique P, Jp^Sii^g)^ est égal à la somme des 
constituants irréductibles de g-niveau i de n ^ Jp(Sts(7r))^ . 

1.5.5. Notation. — Pour tout i G Tg{s), on note Vg{s, < i) (resp. Vg{s, ^ £}) la somme dans le 
groupe de Grothendieck des représentations de GLsg(K) des constituants irréductibles de n(Stt(7r)) 
de g-niveau < i (resp. ^ i). 

Pour l'énoncé suivant, notons pour tout k ^ 0, t{k) := tm{g^i)l^ soit s = tk{k) + 5 avec 
^ (5 < m{Q^i)l^ la division euclidienne de s par m{Q-i)V^. On considère une représentation 
irréductible cuspidale lïk (resp. n-i) de GLg(i^^{K) (resp. GLg{K)) dont la réduction modulo l est 
gk (resp. g^i). 

1.5.6. Corollaire. — Avec les notations ci-dessus, dans le groupe de grothendieck des 
représentations de GLsg{K), on a l'égalité 

tu 

J2 n (st., (t)) X Vg_, {{tk - t)m{g^^)l^ + 5,<5u) = Vg_, {s, ^ 4). 
t=i 

1.6. Réduction modulo / des représentations de ^ et Wk- — 

1.6.1. Proposition. — (cf. [18j 1.20 et [20] 1.6) Soit a une Qi-représentation irréductible de 
dimension d de Wk Qui est l- entière. Sa réduction modulo l est, dans le groupe de Grothendieck 
correspondant, de la forme 

^(^)©Ç(1)©---©Ç(^) 

où ç est une ¥i -représentation irréductible de dimension m(cr) avec e = 1 ou e = ei pour 
un entier y ^ et m(a)e = d. 

Remarque : cette description est compatible à la correspondance de Langlands locale ; précisément 
soit TT la représentation irréductible cuspidale de GLd{K) telle que a — irf(7r) alors la réduction mo- 
dulo l de TT est une représentation cuspidale de la forme St,„(o-)(îï7) oià w est une F;-représentation 
irréductible supercuspidale de GLe{K) telle que ç est l'image de w par la correspondance de 
Langlands modulaire définie par M. -F. Vignéras. 
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En ce qui concerne les représentations entières de ^, la situation est similaire et décrite par 
la proposition suivante. 

1.6.2. Proposition. — /^ [llj proposition 2.3.3) Soit p une Qi-représentation irréductible 
l-entière de ^ dont l'image par la correspondance de J acquêt- Langlands locale est une 
représentation irréductible cuspidale tt de GLd{K). L'image de la réduction modulo l de p dans 
le groupe de Grothendieck correspondant est égale à 

où la réduction modulo l de ir est de la forme St„i (m) . 



2. Réseaux stables d'une représentation de Steinberg généralisée 

Après quelques banalités sur les réseaux, on reprend d'après [2, les constructions de certains 
réseaux d'induction d'une représentation de Steinberg généralisée. 

2.1. Généralités sur les réseaux. — Dans ce paragraphe on désigne par : 

- O un anneau intègre de corps des fractions K ; 

- (tt, V) une i^T-représentation de dimension finie d'un groupe G possédant un réseau stable F. 
Dans le cas où (tt, F) = n'est pas irréductible, on se propose de donner quelques 
constructions de réseaux stables Ti des (tt^, Vi) ainsi que des relations entre F et ^^F^. 

2.1.1. Lemme. — Si l'image [(tt, V)] de (tt, V) dans le groupe de Grothendieck est un multiple n 
de l'image d'une représentation irréductible {m, W), alors il existe une décomposition V — 

telle que : 

- (7r|y. , Vi) ~ (nj, W) pour 1 ^ i ^ n ; 

- pour Ti ■.= T nVi, on a F = 0"=i F^. 

Remarque : en général pour {tt,V) = (7ri,Vi) © (7r2,F2), avec (7ri,Vi) et (712, V2) non isomorphe, 
le réseau Fi © F2 est un sous-réseau strict de F. 

Démonstration. — Pour F — ^l^i Oci, posons F^ := F H K[G]ei ; comme tt est tu-isotypique, on 
en déduit que F^ (g)a K est l'espace d'une représentation irréductible de G isomorphe k tu de sorte 
que Fi n Tj est soit réduit à zéro soit égal à F^ et donc F est bien la somme directe de certains des 
Fi, d'où le résultat. □ 

Dans le cas où G est le produit direct Gi x G2 de deux groupes, on rappelle que si (tt, V) est 
irréductible alors elle est de la forme {tt,V) = (7ri,Vi) ® (7r2,V2) où tt^ est une représentation 
irréductible de Gi pour i = 1,2. Par contre le réseau stable F de F n'est pas à priori de la forme 
Fi (g) r2 où Fi serait un réseau stable de Vi pour i = 1,2. Cependant moyennant une hypothèse 
supplémentaire le résultat est vrai. 

2.1.2. Lemme. — Avec les notations ci-avant, on suppose en outre que pour tout sous-espace 
W de V qui est Gi-irréductible, Tw = T C]W est isomorphe à un réseau fixe Fi. Alors il existe 
un réseau stable T2 de V2 tel que F ~ Fi ® F2. 

Démonstration. — Soit ©i=i(7ri, Wi) une décomposition en irréductibles de la Gi-représentation 
sur V induite par tt. D'après le lemme précédent, il est possible de la choisir de telle sorte que 
r = 0i=irw.- Comme par hypothèse tous les Tw, sont isomorphes à Twi , on a donc F ~ Twi 
où r2 est un réseau G2-stable de (7r2,V2). En effet étant donnée une base (ei)i=i^... .t de r2, la 
flèche défini par (7, Ci) i-t- (0, • ■ • , 0, 7, 0, • • • , 0) induit un isomorphisme sur F telle que l'action de 
(72 € G2 sur F est telle que (72(7 (8 ei) = 7 (g) o^ij^i où Oij G O est donnée d'après le lemme 

de Schur par pj o g2{ei) = aijej où pj désigne la projection sur Tj parallèlement à F*;. 
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□ 

Remarque : dans la suite nous utiliserons les points élémentaires ci-dessus dans le cadre des 
représentations admissibles étant sous entendu que l'on raisonne à niveau fini où les représentations 
sont alors de dimension finie. 

2.1.3. Remarque. — Soit A un O- module muni d'une filtration Aq C • ■ • C = A tel que soit : 

(i) les gradués A^+i/Ai ®o K sont nuls pour tout l^i-|-l<ret non nul pour i = r — 1. 

(ii) la torsion de Ai/Aq est non nulle. 

(iii) Ai/Aq est libre et il existe 1 < fc ^ r tel que la partie de torsion de Ak/Ak-i est non nulle. 
Alors dans la situation 

(i) la partie libre de A est isomorphe à celle de Ar/A^-i. 

(ii) la torsion de A est non nulle. 

(iii) la torsion de A peut être nulle. 

2.2. Réseaux d'induction. — Comme précédemment tt désigne une représentation irréductible 
entière cuspidale de GLg{K) fixée dont on note g sa réduction modulo l. On a vu que g était 
irréductible de sorte qu'à isomorphismes près, tt possède un unique réseau stable, cf. par exemple 
[3] proposition 3.3.2 et la remarque qui suit. 

2.2.1. Définition. — (cf. 7]) Étant donné un réseau de Stt(7r), la surjection (resp. l'injection) 

Stt(7r) X ■n{t} -y> Stt+i(7r), resp. Stt+i(7r) ^ Stt(7r{l}) x tt 

induit un réseau de Stt+i(7r) de sorte que par récurrence on dispose d'un réseau iî/^^ (tt, t) (resp. 
-R/^j _|_(7r,t)) que l'on qualifie de réseau d'induction. On note alors 

_(7r,i) := RI^^_{Tr,t) F;, resp. RIf^ _^_{n,t) := RI^^^^{7r,t) F;. 

2.2.2. Proposition. — Pour tout ^ k ^ Ig^(s), il existe une sous-représentation Vg_±(s; k) de 
longueur k de Rlf^ j.i[s — Ij^r) 

(0) = V,,±is; 0) £ V,^±{s; 1) Ç ■ ■ ■ Ç F,,±(s; %{s)) = Rlf^^^iir, s), 

définie de sorte que l'image de Vg^-{s;k) (resp. Vg,+ {s;k)) dans le groupe de Grothendieck est 
telle que tous ses constituants irréductibles sont de g-niveau strictement plus grand (resp. plus 
petit) que n'importe quel constituant irréductible de Wg^- {s]k) :— Vg^-{s] lgg(s))/Vg__(s; k) ( (resp. 
Wg^+{s;k):=VgAs;%is))/Vg,+ {s;k)). 

2.2.3. Notation. — Une représentation irréductible g étant fixée ainsi qu'un entier s, pour k ^ 
tel que m{g)l^ ^ s, on note : 

- 4 = (O,--- ,0,1,0,---) ele(s) et 

- pour tout t tel que m{g)l^t ^ s, Vg.±(s, ^ t.5k) le sous-espace Vg^±{s,i) défini ci-dessus tel 
que tous les constituants irréductibles de Vg^_(s,i) (resp. Vg,-\-{s^i)) sont de g-niveau plus 
grand (resp. plus petit) ou égal à t.ôk. 

2.2.4- Définition. — Plus généralement pour tout a, 6 ^ 0, on définit 

comme le réseau induit par la surjection 

RI^^ _^_{'K,a) X RI^^ _{'K{a},b) Sta+f,(7r). 

En ce qui concerne les représentations elliptiques de Lubin-Tate LTT^[s,t) — [s — t — 1, ~t]Tr, on 
en définit de même des réseaux stables par induction parabolique : 
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2.2.5. Définitions. — (cj. ^) Les réseaux de LT.^{s,t) construits par les injections et surjec- 
tions 

RIj^^^iiT.s - t - 1) X Spehj+i(7r{s - t - 1}) -» LT^{s,t) ^ ±(7r,s - t) x Spehj(7r{i}), 
sont isomorphes, on les note RI^^ _^_{Tr,s,t). 

2.3. Sous-complexes d'inductions. — Soit tt une Q;-représentation irréductible cuspidale 
entière de GLg{K) dont on note g la réduction modulo /. D'après 11.4.31 on note m :— m{g) et 
pour tout i ^ —1, Pi désigne la F/-représentation irréductible cuspidale définie de ll.4.51 Pour tout 
s ^ 1, on note Kj^^s)* le complexe 

^ , w [ si z > ou i < -s 

~| RI^^{Tr,s + i)l<[-i - i]^ pour - s i 

et dont la cohomologie est nulle. On définit aussi 

K,{s)' := K^{s)' (S>^^ ¥i 

dont la cohomologie est nulle d'après le paragraphe précédent. 

2.3.1. Définition. — Pour tout k,t ^ 0, tels que m{g)l''t ^ s, avec les notations de 12.2.31 on 
définit 

- Kg{s, ^ t.Sk)' le sous-complexe de Kg{s) défini, pour — s < i ^ par 

Kg{s, ^ t.Skf = Vgis, ^ t.5k)'x[-i - i],; 

- Kg{s, < t.Sk)' le quotient de Kg{s) par Kg{s, ^ t.5k). 

2.3.2. Proposition. — La cohomologie h^Kg(s,< ôk) du complexe Kg[s,< t.Sk) est : 

- nulle si m{g)l^ ne divise pas s ; 

- pour s = Sm{g)l'^ , elle est nulle si i ^ —S et pour i ~ —5 isomorphe à [S — l]p^. 

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur s quelque soit g ; l'initialisation étant triviale 
supposons donc le résultat acquis jusqu'au rang s — 1 et traitons le cas de s. 

Soit u tel que m{g)l^ ^ s < m{g)l'^^^ ; pour tout ^ A: ^ m, on note tk ^ 1 tel que tkm{g)l^ ^ 
s < {tk + l)m{g)l'' et on considère la filtration suivante de Kg{s) : 

Kg{s, > tu6u)' C Kg{s, > {tu ~ l)Su)' C • • • C Kg{s, > 0^)' 

C Kg{s, > tu-i Su-i )' C • • • C L<g{s, > ôu-i )' 

• • • c Kgis, > toôo)' c • • • c Kgis, > So)' c Kg{s) (2.3.2) 

On a alors les propriétés suivantes : 

- pour 1 ^ fc ^ M, Kg{s, > tk-i.Sk-i)' /L[gis, > ôk) est le complexe 

Stt^_, {pk-i)~><Kg{s ~ tk-im{g)l^-'^ , < Ôq), 

dont la cohomologie est, d'après l'hypothèse de récurrence, nulle sauf si s = tk-im{g)l^~^ 
auquel cas est le seul non nul, et alors isomorphe à 'âit^_^{pk-i) ] 

- pour ^ fc < M et 1 < t < tfc, le complexe Kg{s, > t.ôk)' /Kg{s, > {t + l).ôk) est le complexe 

Stt{pk)~><Kg{s - tm{g)l^, < ôk), 

dont la cohomologie est, d'après l'hypothèse de récurrence, nulle sauf si s — tkm{g)l^ auquel 
cas ft*^**" est le seul non nul, et alors isomorphe à ^it{pk) x [é^ — t — l]p^. 
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Considérons alors la suite spectrale de cohomologie E\'-' — h^~^^ gr^i ^ El^^ , associée à la filtration 
12.3.21 : d'après les propriétés précédentes les E\-' sont connus par récurrence pour tout î > et 
l'aboutissement E^^'^ est nul. Par ailleurs les flèches d\:^ sont déterminées par le complexe Kg{s)' 
de sorte que les E{-' s'en déduisent. 

Concrètement pour ^ fc ^ u tel que s = ■m{g)l^tk, il existe ii < 12 < ■ ■ ■ < Hk tels que pour 
1 r ^ tfc, 

Er'''^~'^'+^ = Sto(pfc)3t[ife-r-i]p,, e Xpjr). 

Par ailleurs comme les flèches _^ E^{^^' sont induites par celles de 

Kg{s)* , on en déduit, en utilisant l'hypothèse de récurrence, que E^' est isomorphe à \tk — i]pfc , 
d'où le résultat. □ 

Remarque : on peut aussi donner la cohomologie d'autres sous-complexes que ceux considérés ici, 
mais seuls ceux-ci interviendront dans l'étude des faisceaux de cohomologie des systèmes locaux 
d'Harris-Taylor. 



3. Espaces de Lubin-Tate 

La lettre K désigne toujours une extension finie de Qp, dont on note Ok l'anneau des entiers, 
Vk l'idéal maximal, vjk une uniformisante et k, — Ok/'Pk son corps résiduel de cardinal q = p-^ . 
L'extension maximal non ramifiée de K sera notée K"^ de complété X'"", d'anneau des entiers 
respectifs Ok^'- et O^,,,-. 

3.1. Géométrie. — Soit d ^ 1 et ^K,d le C^-module de Barsotti-Tate formel sur k de hau- 
teur d, cf. |13] §IL On considère la catégorie C des O^-algèbres locales, artiniennes, de corps 
résiduel k. Le foncteur qui à un objet _R de C associe l'ensemble des classes d'isomorphismes 
des déformations par quasi-isogénies sur R de T,K.d munies d'une structure de niveau n est pro- 
représentable par un schéma formel AiLT.d.n = IJhgz -^lt d n "-"^ -^^LTd n représente le même 
foncteur mais en considérant des déformations par des isogénies de hauteur h. Chacun des M^lx d n 
est non-canoniquement isomorphe au schéma formel M^^^^^ noté Spf Defc;^„ dans |8]. 
Remarque : on notera sans chapeau les fibres génériques au sens de Raynaud-Berkovich de ces 
espaces ; ce sont donc des ^"''-espaces analytiques au sens de [4] . On pose 

3.2. Cohomologie à coefRcients dans Q; d'après [8 . — 

3.2.1. Définition. — Etant donné un anneau A, soit ^I^^ a d « A-module de type fini associé, 
via la théorie des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural A^^^y ^ „ — > Spf Ô^''. 

Remarque : on a en fait a d n — ^l^-^'hTm 

3.2.2 — Ce module est muni d'une action de CLdiOx) qui se factorise par le morphisme surjectif 
naturel GLd{OK) — > GLd{OK / M.'k) et on pose ^x,A-d ~ lH5^k,A.d,n sorte que comme 

n 

^ := Keï{GLd{OK) — > GLd{OK /V^)) est pro-p pour tout n ^ 1, on a pour tout n > 1, 

_ = _ )^"' 

K,<Qi,d,7i ^ K,qi,d' 

3.2.3. Notations. — On notera 

~ Dfc.d l'algèbre à division centrale sur K d'invariant 1/d etVx.d son ordre maximal; 
- GDWK{d) le groupe produit GLd{K) x ^ x Wr ; 
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- GDWxid)'^ le noyau de l'application 

{g,ô,c) ^ val(det(5-i)rn((5) Art^^c)) G Z; 

on adoptera une notation similaire pour GW^{d). 

- GDWK{df le noyau de l'application GOWnid) — >Z — > Z/dZ. 

Le groupe des automorphismes de T,K,d s'identifie avec ^ lequel agit donc naturellement 
sur 'iK,K,d tout comme le sous-groupe d'inertie Ik- On dispose ainsi d'une action « naturelle » de 
GLd{OK) X "^Kd ^ sur 'iK,A,d que l'on peut prolonger, cf. par exemple, au groupe 
GDWK{d)° . Pour un caractère x de d'image finie, soit Î'^q, dx^^ facteur direct de 'i'Kq, d x 
sur lequel le centre de GLd{0) agit via x, l'action de GDWK{d)^ sur ^ xQ) dx^^ prolonger alors 
kGDWK{df- 

Remarque : la construction précédente pour les espaces A^LT.d.n fourni des Q/-espaces vectoriels 

ir - ~ j^^GDWK(d) _ 
'^K,Qi,d,x ~ '^'-'■^GDWKidy ^K,Qi,d,X 

est une représentation de GDWk (d) ■ 

3.2.4- Notation. — Soit Cusp^dd) l'ensemble des classes d'équivalences des représentations 
irréductibles cuspidales de GLg{K) de caractère central x où g décrit les diviseurs de d. Pour 
TT G Cusp^dd), on notera 

^KM^.d,. = Ho"^QJci^,j(^W^'^K,Q,,x)' 
avec n[s]]j JL^^(Sts(7r)^) où JL désigne la correspondance de J acquêt- Langlands. 

Remarque : comme toute représentation de irréductible r de ^ de caractère central x est de 
la forme 7r[s]£) pour une certaine représentation irréductible cuspidale tt de GLg{K) de caractère 
central Xj on en déduit que 

7rgCusp^(|d) 

3.2.5. Théorème. — [8] Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation irréductible 
cuspidale vr de GLg{K), on a 

K,Qi,d,7r ] i<0 



OÙ jC désigne la correspondance de Langlands locale construite dans 

3.3. Cohomologie entière et modulaire : énoncé des résultats. — Avec les notations du 
fJ21 on se propose de prouver le théorème suivant. 

3.3.1. Théorème. — Pour toutO ^ i < d, ^'^■^ ^ ^ est sans torsion et pour toute représentation 
TT irréductible cuspidale de GLg{K) avec d = sg, de caractère central x, pour tout 1 !^ t ^ s, on 
a : 



ou 



^Kj.i,d.,-n ^KMi:d,7^^^K,-Li,d, x'' 

- RI^^ +(7'', s,^ — 1) est défini en \2.2.5\ : 

- C^^{tt) est un réseau stable de C^n). 

Par réduction modulo L on en déduit alors le corollaire suivant. 
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3.3.2. Corollaire. — Pour tout < i < d, Z-/* = , est isomorphe àZ//' - , ®^ F;. Ainsi pour 

K,¥i,d,x K,Zi,d,x *i 

toute représentation tt irréductible cuspidale de GLg{K) avec d = sg, de caractère central x, pour 
tout 1 ^ i ^ s, on a : W^~-^ , est isomorphe à la réduction modulo l de 

% ® iî%„+K.,t - 1). 



4. Sur quelques variétés de Shimura simples 

Dans ce paragraphe on rappelle les résultats principaux de 8 sur les variétés de Shimura 
simples associées à des groupes unitaires telles qu'elles sont définies dans [13] . 

4.1. Notations. — Soit F = F^E un corps CM, i?/Q quadratique imaginaire pure, dont on 
fixe un plongement réel r : F^ ^ M. Dans [13] . les auteurs justifient l'existence d'un groupe 
unitaire Gr vérifiant les points suivants : 

- Gr(M) =i f/(l, d - 1) X C/(0, df-^ ; 

- Gt(Qp) — (Qp)^ X ni=i(^°f)^ on V — wi,W2,--- sont les places de F au dessus de la 
place u de i? telle que p = u'^u et oh B est une algèbre à division centrale sur F de dimension 
d^ vérifiant certaines propriétés, cf. |13) . dont en particulier d'être soit décomposée soit une 
algèbre à division en toute place et décomposée à la pace v. On notera en outre w une place 
de F telle que G(F^) ~ ^f^A' 

Pour tout sous-groupe compact de Gr(A°°'î') et m — (mi, • • • ,mr) G Zj,q, on pose 

r 

UP(m) = [/P X X J]Ker(0^^^ (Os^./^D'') 



4.1.1. Définition. — Pour « assez petit >12j on note Xjjp « la variété de Shimura associée 
k G construite dans 1131. 



Remarque : Xuv(m) est un schéma projectif sur Spec tel que quand U varie, les X(7p(m) forment 
un système projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats : quand toi ~ m'i ils 
sont en plus étales. Le système projectif (X(7p(m));7p,m est naturellement muni d'une action de 
G^(A°°). 

Notons I l'ensemble des sous-groupes compacts ouverts « assez petits > de G, de la forme 
UP(rn) et donc muni d'une application toi : I — > N. 

4.1.2. Proposition. — Le système projectif Xj = {Xi)i^x définit un schéma de Hecke au sens 
de [8], où les morphismes de restriction du niveau rjj : Xj Xj sont finis et plats. 

Remarque : si toi(J) = toi(/) alors rjj est étale. 

Pom / e Z, on note Xj s la fibre spéciale de Xj et Xjj := Xj^s x SpecFp la fibre spéciale 
géométrique. Pour tout O^/i^d— 1, on dispose d'une strate fermée (resp. ouverte) notée xf'^ 
(resp. Xfj) de pure dimension h ; le système projectif associé définit alors un schéma de Hecke 

(resp. Xg) pour G = G(A°°), m III.4.4. 
Remarque : dans le cas de bonne réduction, i.e. toi — 0, xf^~'^ est lisse. 

4.1.3. Proposition. — (cf. |15j ) Pour tout < h < d, la strate Xj'^^ est affine. 



1. tel qu'il existe une place x pour laquelle la projection de sur G{Qx) ne contienne aucun élément d'ordre 
fini autre que l'identité, cf. |13| bas de la page 90 
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4.1.4- Proposition. — (cf. [13j p. 116) PourtoutO < h < d, les strates Xj -g sont géométriquement 
induites sous l'action du parabolique Pd-h.d{Ov) , au sens où il existe un sous-schéma fermé Xj''^ ^ 
tel que : 

On notera -''^/'l ^ l'adhérence de dans x\'^l. Le système projectif {Xj^.1 ^)i^x définit un 

schéma de Hecke X^l^ pour G = G(A°°^") x Pd-h.d{K) et lu = I C\ G, oii G agit à travers 

son quotient G(A°°'") x Z x GLh{K) donné par l'application ( ^ tt ) ^ (w(det Par 

\ 9v J 

ailleurs l'action d'un élément Wy G est donnée par l'action de — deg(w^) oii deg est la composée 
du caractère non ramifié de Wy, qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes, avec 
la valuation w de if. 

4.1.5. Définition. — Soit Hq/Q le groupe algébrique forme intérieure de G telle que Ho{M.) est 
compact et Ho{A°°) ~ G{A^'P) x D^^^ x Ul=2iBvfV ^ «ù D^^^ est l'algèbre à division centrale 
sur Fy d'invariant 1/d. On notera de même Hi/Q la forme intérieure de G telle que iîi(M) est 
compact et Hi{A°°) ~ G(A°°'"') x GLd{F^). 

4.2. Faisceaux pervers dits d'Harris-Taylor. — En ce qui concerne la notion de faisceau 
de Hecke, on renvoie le lecteur à [8]. A toute représentation irréductible admissible Ty de -D^^, on 
associe un système local de Hecke J-t^,x,i sur X^'.^ -^ pour le groupe 

r 

G(A-^î') x q; x (Z x GLd-h{Fy))+ x x Kh/Kh 

dont l'action, cf. |13j p. 136, se factorise par G^'^'' {A°°)/Vp ^ avec 

(<7°°'^<?p,o,c,<?f ,5.,,^) ^ (5^'°°,5^>,og"(''°*'^~^<5,gS^g„J. (4.2.1) 
On note 1 1 le faisceau sur induit associe : 

Remarque : J^t^.x se présente sous la forme d'une somme directe de e-r^ faisceaux de Hecke 
irréductibles J>^,i = 0i=i 5p^,,,i 011 {tv),j,x = ©jlTi Pv,i avec p^^i irréductible. 

I V ,h 

On considère les flèches suivantes de schémas de Hecke 

Dans la suite pour 1 ^ g ^ d, s désignera la partie entière de d/g et t un entier strictement 
positif inférieur ou égal à s. Par ailleurs tt^ désignera une représentation irréductible cuspidale de 
GLgiFy). 

4.2.2. Définitions. — - Soit T{iTy,t)i (resp. T^iTy^t)) le faisceau de Hecke surX£*j-^ (resp. 

^x!-s) précédemment noté J^^^[t]D,x,i ("^^sp. Jv„[i]B,iy'- 
- Pour Ht une représentation de GLtg{Fy), on note 7îT(7r„,Ht) le Wy-faisceau pervers de 
Hecke sur X£*^ pour G(A°°) défini par 

H{T:y,Ilt) -.^ TiTTy,t)[d-tg]^E'-^ (g) Ht, 
où l'action se déduit par induction par celle de 

i9^,9p.Q,c,gy\gv^,gy,cr) e 

r 

G{A°^'P) x x (Z x GLd^tg{Fy))+ x HiB^fr x GLtg{Fy) x 
sur le faisceau non induit, via 
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est tel que «(1117) = v{detgl) — àega ; 

- sur Ut, 

et où comme précédemment le radical unipotent de Ptg,d{Fv) agit trivialement. 
Remarque : l'action de Wy sur ces faisceaux d'Harris-Taylor se factorise par l'application 
deg ; dans ^ on a choisi de les considérer comme des "L-faisceaux de Hecke de sorte que 
l'action de c^ £ est donnée par celle de (ç"'^'^^'^^, degc„) 6 x Z. 
- On note V{t, tt^) le W^-faisceaux pervers de Hecke sur de support et de poids zéro 
défini par 

L^action de G'(A^) x Wy sur V{t^7Ty) se définit par induction en faisant agir 

r 

{9'',9p,o,9l,9l\9v^,o) e G(A°°'P) x x GLtg{F,,) x GLd^tg{F,) x WiE^^r x 
via l'action de : 

- {9'',9pm~'''^^^1.9l\9v^ e G(*9)(A°°)/Î?„^^,^ sur ^(i,7r,) où 7 e D^^^ est tel que 
w(rn(5) — v(àet g^) — deg a ; 

- {gl,a) swr Stt(7rt,) £(7r„). 

Remarque : on notera aussi que 'P{t, 7r„) ne dépend, en tant que Wy-faisceau pervers de Hecke, 
que de la classe d'équivalence inertielle de 7r„. 

Pour tout J £ I, les faisceaux pervers des cycles évanescents iîî'^^^j(Q;)[d — sur Xj s 

définissent un Wi,-faisceau pervers de Hecke, au sens de la définition 1.3.6 de I^, que l'on note 
^Qi I- notion de variété d'Igusa de seconde espèce, pour tout ^ h < d et Ty une Q;- 

représentation irréductible de on définit un système local de Hecke J'q^ xi'^^) ^'^^^ S' 

dit de Harris-Taylor, pour le groupe G{A°°) x Dy ^^^/T^y ^-h^ ™uni d'une action compatible de 
Wy. La version faisceautique du théorème de Serre- Tate s'exprime alors, cf. la proposition IV. 2. 2 
de |13j . sous la forme d'un isomorphisme G(A°°) x VFi,-équivariant : 

%,i--^Q„i(*F„,Q„d)- (4-2.3) 
Le faisceau pervers de Hecke Î'q^ j- est muni d'une action du groupe de Weil Wy ; par définition 
de l'opérateur de monodromie N, l'application ^ : i £ ly ^ j{i) exp{~ti(i)N), définit une action 
localement constante de /„ sur '^q^ j- qui définit alors un morphisme de Q;-algèbres 'Hq^{Iy) — > 
EndFPHG(Xx) (^) où Hq^{Iy) désigne l'algèbre des distributions localement constantes sur /„. 

4-2. 4- Définition. — Pour iTy une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fy), on notera 
^Q, I TT 6t on l'appellera la composante Tr^, -isotypique de P, la somme des facteurs découpés via 7 
par les idempotents de Hq^{Iv) associés aux sous-/„-représentations irréductibles de la restriction 
à ly de la représentation £(7r„) de Wy associée à tt^ par la correspondance de Langlands locale. 

Soit A(7r.„[t]u) un ensemble de Ct^^ d'éléments 5 G Dytg tel que les v{thô) forment un système 
de représentants de Z/e7r„Z; pour V un C^f^-module, on notera 

Indf^-^F= V' 

(5eA(7r„[t]£,) 

OÙ l'action de Ôq e '^v,tg sur := V est donnée par celle de (5 o o S^^. Avec ces notations, 
l'isomorphisme G(A°°) x Z?^ j^/î?^ j^-équivariant du bas de la page 138 de [13] combiné à l'iso- 
morphisme 14.2.31 

(^Ï^.^Jixi^-^) - -^Q,(^.'^-) ®^f:,m;kmi5) (4-2.5) 
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induit sur la fibre en tout point géométrique z de Xj-- , un isomorphisme P^^^-équivariant 

Indf/^-^z**^^^^^^^ ^ Indf ^-^z*jQ^(i,7r.) ®^Y^;j+;(7r,M,,). (4.2.6) 

4.3. Résultats globaux de |8]. — Fixons un entier 1 ^ g ^ d ainsi qu'une Q;-représentation 
irréductible cuspidale iTy de GLg{Fy) ; on note encore Sg la partie entière de d/g. On renvoie à [8] 
pour la définition du groupe de Grothendieck © des Wi,-faisceaux pervers de Hecke. 

4- 3.1. Théorème. — On a l'égalité suivante dans © : 

t=fc-l mod2 

En ce qui concerne les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d'Harris-Taylor, on uti- 
lisera le résultat suivant. 

4-3.2. Théorème. — Pour tout 1 ^t ^ Sg, soit Ht une représentation quelconque de GLtg{Fy). 
La restriction à X^- ^'^ de jfj^^ HT^^{TTy,IVt) vérifie les points suivants; 

- elle est nulle pour h ne s'écrivant pas sous la forme [t + a)g avec ^ a ^ Sg — t ; 

- pour h = {t + a)g avec ^ a ^ Sg — t, elle est nulle pour i ^ tg — d + a{g — 1) et sinon elle 
est isomorphe à HTQ^{TTy,Tlt'^[a — îj^,-^) ~ , 

OM S : Z — > désigne le caractère défini par S(l) — i 

Remarque : en particulier pour g > 1, jf^*^^ HTQ^{Try ,Ilt) est nul pour i ne s'écrivant pas sous la 
forme tg — d + a{g — 1) avec ^ a ^ Sg — t et pour un tel i = tg — d + a{g ~ 1) il est isomorphe 
à j|^^*~''"^^fl"TQ^ (tt^, nt3<'[a — i]7r^) ® S '"2 ' . On utilisera en fait surtout la version groupe de 
Grothendieck donnée par la proposition suivante. 

4.3.3. Proposition. — (cf. [8] proposition et corollaire 5.4-1) Pour tout 1 ^ t ^ s, on a 

l'égalité dans © ; 

z|,j|j^iïr(7r.,n,) = ^î,^^J^^,lHT{ny,Ut)+J2^^^f'J^^^^^^ (4-3.4) 



5. Faisceaux pervers entiers et théories de torsion 

Dans ce paragraphe, K désigne une extension finie de Qi, d'anneau des entiers O et de corps 
résiduel F = 0/{w) ; la lettre A désignera l'un de ces trois ensembles. On commence par rappeler, 
d'après |16) . quelques résultats sur les faisceaux pervers à coefficients entiers, puis, étant donné 
un faisceau pervers entier, on construit des filtrations dites de stratification perverse. On applique 
enfin ces constructions aux Zf-faisceaux pervers d'Harris-Taylor et au faisceau pervers des cycles 
évanescents. 

5.1. Théories de torsion. — Une théorie de torsion, cf. 16 1.3.1, sur une catégorie abélienne 
A est un couple (T, J- ) de sous-catégories pleines tel que : 

- pour tout objet T dans T et F dans J^, on a 

Hom^(r,F) = 0; 

- pour tout objet A de A, il existe des objets T et de respectivement T et J-, ainsi qu'une 
suite exacte courte 

O^T — > A — > F ^0. 
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Remarque : T (resp. J-) est stable par quotients et extensions (resp. sous-objets et extensions). 
On dira de {T,T) est une théorie de torsion héréditaire (resp. co-héréditaire) si T (resp. J^) est 
stable par sous-objets (resp. par quotients). 

Dans une catégorie abélienne A qui est O-linéaire, un objet A àe A est dit de torsion (resp. 
libre, resp. divisible) si w^Ia est nul pour un certain entier N (resp. m. 1a est un monomorphisme, 
resp. un épimorphisme). 

5.1.1. Proposition. — (cf. |16| 1.3.5) Soit A une catégorie abélienne O-linéaire ; on note T 
(resp. T , resp. Q) la sous-catégorie pleine des objets de torsion (resp. libres, resp. divisibles) de 
A. Si A est noethérienne (resp. artinienne) alors (T^J-) (resp. {Q,T)) est une théorie de torsion 
héréditaire (resp. co-héréditaire) sur A. 

Remarque : ainsi dans une catégorie abélienne O-linéaire noethérienne (resp. artinienne) tout objet 
A admet un plus grand sous-objet de torsion Ator (resp. divisible Adiv) de sorte que A/Ator (resp. 
A/Adiv) est sans torsion (resp. de torsion) et KA ~ K{A/Ator) (resp. KA ~ KAdiv)- 

5.1.2. Notations. — Soit 2? une catégorie triangulée munie d'une t-structure (P^°,2?>0) au 
sens de [2j définition 1.3.1; on notera : 

- C le coeur; 

~ T<^n etr^n, les foncteurs de troncation ; 

On rappelle qu'un foncteur triangulc T : Pi — y 1^2 est dit i-exact à droite (resp. à gauche), si 
T(Pf'^) C T>f^ (resp. T{'Df'^) C 'D^'^) et t-exact s'il est t-exact à droite et à gauche. 

5.1.3. Notation. — Pour T : Di — > T>2 un foncteur triangulé, on note :— h'^ o T o ei, où 
Éi : Cl — > î?i est l'inclusion du coeur. 

On rappelle que si [T* ,T.^) est une paire de foncteurs triangulés ajoints, alors T* est t-exact 
à droite si et seulement si T* est t-exact à gauche et alors {^T* ^"^Tt,) est une paire de foncteurs 
adjoints de Ci et C2. 

5.1.4. Corollaire. — (cf. [16j 1.3.6) Si C est munie d'une théorie de torsion (T,T) alors 

+25^0 := {A G : h\A) e T} 
+2?>o := {A e : h°{A) e T} 

définissent une nouvelle t-structure sur V, qui est en outre munie d'une théorie de torsion 

(-^,r[-i]). 

Remarque : on retrouve la t-structure p à partir de p-\- via les formules : 

P'So := {A e : +h^{A) e F} 

:= {A e +V>-^ : +h-^A) G T} 

de sorte que ++C = C[-l]. 

5.1.5. Notation. — Pour T : Di — V2 un foncteur triangulé, on notera p+T o T o ei. 

Exemple : reprenons l'exemple d'une catégorie linéaire O-linéaire et supposons C noethérienne 
munie de la théorie de torsion (T, J-) où T (resp. J") est la sous-catégorie pleine des objets de 
torsion (resp. libres) de C. Pour L G J-, 'ouIl est un monomorphisme dans C et on a la suite exacte 
courte dans C : 

— > L^^L — > Cokerc tjjIl 0. 
Comme C est une sous-catégorie abélienne admissible de P, cette suite exacte provient d'un triangle 
distingué dans V 

L—^L — > Cokerc tuIl ^ 
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qui après rotation 

Cokcrc n7lL[— 1] — > L^^L ^ 

devient un triangle distingué dont les objets sont dans "'"C, ce qui donne une suite exacte courte 
dans +C 

Cokerc -)■ 

de sorte que wIl est désormais un épimorphisme dans +C de noyau 

Kevpc'ccjlL = Cokerc rolif—l]. 

5.1.6. Corollaire. — Soit A e V^^ n +î>>° alors AeCn+C. 

Démonstration. — Cela découle directement des liens entre les deux t-structures considérées. □ 

5.1.7. Proposition. — Soit i : X une inclusion dans C avec A et X sans torsion dans C ; 
il existe alors une unique factorisation A ^ B ^ X de f dans C telle que : 

- B est sans torsion dans C ; 

- le conoyau de B ^ X dans C soit sans torsion ; 

- le conoyau de A^ B dans C est de torsion. 

On appellera B le saturé de i lequel est alors obtenu comme l'image de i dans "'"C. 

Démonstration. — Vérifions tout d'abord que B = Im+c i convient ; comme B est le quotient 

dans '^C de A qui est divisible dans ~^C, on en déduit que B est sans torsion dans +C et appartient 
donc aussi à C. Ainsi comme i est injective dans C on en déduit que A est un sous-objet de B dans 
C. 

Considérons la suite exacte courte de +C : ^ X où en tant que quotient dans 

"•"C d'un objet divisible, est sans torsion et donc un objet de C. Le triangle distingue associé est 
alors constitué d'objets de C et donc une suite exacte courte dans C avec donc D sans torsion. 

De même considérons la suite exacte courte 0— S-A— >-0 dans C où E est un objet 
de C. On obtient alors un triangle distingué E[l] A ^ B associé à la surjection dans +C : 
A ^ B de sorte que D[l] est un objet de +C et donc D est un objet de torsion de C. 

Considérons alors B' une autre factorisation vérifiant les conditions de l'énoncé ; comme 
précédemment on a ^ S' dans C et donc une suite exacte courte O^A^B'^E'^0 
avec par hypothèse E' de torsion de sorte que dans ^C, A ^ B' est surjective. La propriété de 
l'octaèdre donne alors que le cône D' de B' ^ X est un objet de C : en effet son s'injecte 
dans E' et aussi dans B il est donc libre et de torsion et donc nul. Ainsi donc B ^ X dans C avec 
un conoyau sans torsion. Ainsi la suite exacte courte dans C : ^ B ^ X ^ D ^ est aussi 
une suite exacte courte dans """C et d'après la propriété universelle de l'image, on a ïm+c f ^ B' 
dans +C ; ainsi comme dans +C, A ^ B' est surjective, on a bien B' = Im+c /■ CH 

5.1.8. Corollaire. — Soit f : A ^ X une flèche entre objets sans torsion de C alors Imc/ est 
un sous-objet dans C de B = Im+c / avec : 

- B un objet sans torsion de C ; 

- dans C, B ^ X avec X/B sans torsion. 

Démonstration. On prend i : A' = Imc f ^ X dont on prend le saturé ; pour affirmer que ce 
saturé est i? = Im+c / il suffit de voir que : 

- B est sans torsion dans C ; 

- B ^ X dans C avec X/ B sans torsion dans C ; 

- A' ^ B dans C avec B/A' de torsion. 

Le premier point découle simplement du fait que B est un quotient dans """C de A' qui est un 
objet sans torsion de """C. La suite exacte courte dans '^C : Q ^ B ^ X ^ D ^ comme X est 
divisible sans +C, montre que D est sans torsion dans +C et appartient donc à C de sorte que la 
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suite précédente est aussi une suite exacte courte de C ce qui montre le deuxième point. D'après la 
propriété universelle de l'image, on en déduit que A' ^ B dans C et comme la flèche A ^ A' B 
dans C est surjective dans +C, on obtient B/A' de torsion dans C, d'oii le résultat. □ 

5.2. Recollement. — On suppose données trois catégories triangulées T), Vu et T>p ainsi que 
des foncteurs triangulés 

Ù:Vf ^ V, j* -.V ^ Vu 
vérifiant les conditions de recollement de [2] §1.4.3 

1. il, possède un adjoint à gauche noté i* et un adjoint à droite i' ; 

2. j* possède un adjoint à gauche j\ et un adjoint à droite ; 

3. on a = et donc par adjonction = et vj,, ; en outre pour A e Vp et iî G Vjj 

Hom(j!i3, = et Hom(i*,j,i3) = 0; 

4. pour tout K £V,i\ existe d : i^,i*K j<j*K[l] (resp. d : j*j*K -> [1]), nécessairement 
unique, tel que le triangle 

jifK K ^ ui*K ■^'^ (resp. ijK K j^fK -^'^) 

soit distingué ; 

5. les foncteurs i*, j\ et sont pleinement fidèles : les morphismes d'adjonction 

— >■ Id — >■ rz* et — Id — >■ 

sont des isomorphismes. 
Remarque : on résume les propriétés précédentes en un diagramme 

Vf V Vu 

i' 3\ 

que l'on qualifie de situation de recollement. 

Remarque : en considérant les catégories opposées triangulées via [—1], en échangeant les rôles de 
î*et r (resp. j\ et j*), la situation 

v°j 

i- j* 

est encore de recollement. Elle est dite formellement duale de la précédente. 

Étant donnée des i-structures [V^^ ,Vfj'^) sur Vu et (I'|'^,2?^°) sur Vp, on définit une t- 
structure sur V par recollement : 

P^o := {K eV: j*K G Vfj° et i*K G Vf°} 
2?^" --{K eV: j*K G V^° et i K G V^°}. 

Remarque : en recollant la ^-structure de Vp (resp. Vu) avec la ^-structure dégénérée {Vu,0) de 
Vu (resp. {Vp,0) de Vp), on obtient des foncteurs de troncation notés t^^^^ (resp. t^„) dont les 
foncteurs cohomologiques sont i„hpi* (resp. j*h^j*). Dualement pour la i-structure dégénérée 
{0,Vu) (resp. {0,Vp)), on obtient (resp. t^„) dont les foncteurs cohomologiques sont i^:hpi' 
(resp. j\h''ljj*). On a alors 



TORSION DANS LA Z,-COHOMOLOGIE DU MODÈLE DE DELIGNE-CARAYOL 



21 



5.2.1. Proposition. — Soient Cp et Cjj munis de théorie de torsion {Tf,J-p) et [Tut^u), on 
définit une théorie de torsion sur C par : 

T:={PeC: Pi*P e Tf et j*P e Tu} 
J" := {P e c : Pi P e Tf et j*P e Tu} 

5.2.2. Corollaire. — On a les propriétés suivantes : 

pi^Tp) c r pMTu) c r pjUTu) c r 

Pi^Tp) c T P],{Tu) c T P]w{Tu) c T 

Démonstration. — Cela découle directement 

- de la définition de {T, T) ; 

- du fait, cf. [2 proposition 1.4.17 (i), que les composés 

Pj^o^i,, Pz^oPj,, Pi-oPj, 

sont nuls ; 

- de la nullité de Pi*Pjw et PvPjw. 

□ 

Remarque : pour +C, on a en particulier que P^j\{Tu) C T. 

En utilisant la construction du corollaire 15. 1.41 on définit alors les foncteurs suivant : 



^J! = 


F ■ F ■ 
'''^-23* — 


P+J! = 


+ F ■ + F ■ 


Pj!* = 


F ■ F ■ 




- i - -i 


^3* = 


_F ■ _F ■ 




+ • -f • 



dont le premier (resp. le dernier) est à image dans C (resp. +C) et les quatre autres dans C D ^C. 
On a alors les triangles distingués suivants : 

P+J!* ^ î'i* ^ Pi.hl,^^i*j, w 

5.2.3. Corollaire. — On suppose quej^ (resp. j\) est t- exact pour C (resp. +Cj alors j^t (Tu) C 
rfans +C ('resp. j\{Tu) C rfans CJ. En outre Pjw{Tu) (resp. P^j\*{Tu)) est dans CC\ +C. 

Démonstration. — Soit L E Tu dans Cu H +C[/ ; comme Pj^, = j, , j*i G 2?^° H +2?**" et le résultat 
découle du corollaire 15.1.61 Le cas de j\ est dual : comme +j! = ji, j\L E T dans +C de sorte que 
j\L appartient à 2?^° n +2?*=° d'oii le résultat. En ce qui concerne les extensions intermédiaires, 
on utilise qu'un quotient d'un divisible (resp. un sous-objet d'un libre) est divisible (resp. libre) 
et la définition de Pji, sa version p+. □ 

5.2.4. Proposition. — (cf. |16j 2.27, 2.28, 2.29) Dans une situation de recollement, le fondeur 
Pj\<, vérifie les propriétés suivantes : 

- il préserve les monomorphismes et les épimorphismes ; 

- en ce qui concerne les socles et les top, pour A e Cu on a 

SocPjuA ~ SocPj*^ ~ Pju Soc A 
Top Pi\A ~ Top PjwA ~ Pju Top A 

- il est pleinement fidèle. 
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5.3. Réduction modulaire. — On note F(— ) le foncteur de réduction modulaire FiJÎq (— ) ; ce 
dernier ne commute pas aux foncteurs de troncations. Précisément pour A £ D^{X,0), d'après 
cf. |16) proposition 1.8.1, on a les triangles distingués : 



F+r^„A ^ Fr^„+iA ^ F/if+^^Ai-n - 1] 



T^„FA ^ F+r^„A ^ /i"(F/i^;+iAj [-n - 1] 

lant ceci au 

^1.9 de [H] : 



En appliquant ceci aux foncteurs de troncation r^^ on obtient alors les triangles distingués du 



libre 
.F 



¥Pj, ^ PjiF ^ /i-iFPi,P/iroLî*i*[2] 
Pj,F FP+j! ^ /iOFPz,P/i-i,i*j,[l] 
FP+j! ^ FPj!, ^ FPi,/i-i^^f*j4l] - 
FPj-, ^ Pj!,F ^ /i-iFPi,P/iO„^,i*j4l] 
Pj.*F ^ FP+j!, ^ /iOFPi,PC^,i*j, --^ 
FP+j!, ^ FPj, ^ FPz,/iO,,,i*j, - 
FPj, ^ PjJ ^ h-^¥Pùhl^^J*j^ 
pj^F ^ Fp+Jh. ^ /iOFPi*/iiV.**J*[-l] ^ 
FP+j, ^ FPj, FPi,/ii,^^z*j4-l] w 

5.4. t-structures perverses. — Dans la suite 5 désigne le spectre soit 

- d'un corps ; 

- d'un anneau de valuation discrète hensélien A ; 

- de ^ le normalisé de A dans une clôture algébrique du corps des fractions de A. 
On rappelle aussi que A désigne Q;, Z ou F;. 

Soit alors X un schéma de type fini sur S. On note V :— D'^{X,A) la sous-catégorie pleine de 
D{X,A) formée des complexes à cohomologie bornée constructible. Si j : U ^ X est un ouvert 
dense de complémentaire i : _F ^ X, le diagramme 



Vf V ^ V, 



u 



est une situation de recollement ce qui permet de recoller des i-structures munies de théories de 
torsion comme précédemment. 

5.4- !■ Notation. — Dans la suite du texte, désignera le foncteur cohomologique associée à la 
t-structure naturelle sur la catégorie dérivée considérée. 

Cas où S est le spectre d'un corps : on considérera dans cette situation la i-structure perverse 
p définie par : 

A e PI>^°(X, A) 4=> Va; e AT, h^ilA ==0, Vfc > - Awajx} 
A € PD^°{X, A)^yxe X, h^i-^A ^0, Vfc < - àiïajx} 
où ix ■ SpecK(a;) X. On note alors pJ^{X, A) le coeur de cette t-structure : c'est une catégorie 
abélienne noethérienne et A-linéaire dont les foncteurs cohomologiques seront notés p/i*. 

Dans le cas où A = O, en tant que catégorie abélienne O-linéaire, on obtient comme 
précédemment une autre t-structure p+ 

hHlA = 0, Vi> ~ dim + 1 

^-dimM+i-* 4 de torsion 



A e p+D'i^iX, A) ^Vx e X, 



TORSION DANS LA Z,-COHOMOLOGIE DU MODÈLE DE DELIGNE-CARAYOL 



23 



dont on notera P'^A4{X,0) le coeur et les foncteurs cohomologiques. C'est une catégorie 

abélienne artinicnne et O-linéaire. 

Remarque : la É-structure p (resp. p+) sur X , s'obtient par recollement des t-structures p (resp. 
p+) sur U et F. Dans le cas où A est un corps, p et p+ coïncident. 

5.4.2. Proposition. — (cf. [H] ^1.7) 

- Un objet A de L>^(X,0) est dans PD'i°{X,0) (resp. p+D^°) si et seulement si A(g)^¥ est 
un objet de pL>^0(X,F) (resp. de p+D'^°{X,¥)). 

- Soit A un objet de pM{X,0) alors A(S)^0/{zu) est un objet de pM{X,¥) si et seulement 
si A est libre, ce qui revient à demander que A soit un objet de P'^A4{X,0). On a alors 
Ai^Q 0/(07) = Cokern7.1^, noyau pris dans pM{X,0). 

- Soit A un objet de P'^M{X,0) alors AiS)oO/{ru) est un objet de P'^M{X,¥) si et seulement 
si A est divisible, ce qui revient à demander que A soit un objet de pA4{X,0). On a alors 

noyau pris dans P^Ai{X,0). 

Remarque : la dualité de Grothendieck échange les deux t-structures perverses p et p+. Soient 
A,B e PCn P+C tels que A^ B (resp. A ^ B) dans PC. Alors DB DA (resp. DB DA) 
dans P+C. 

Remarque : si / est un foncteur exact à droite pour la i-structure p et commute à la dualité de 
Grothendieck- Verdier alors 

A e n p+v^° ^ f{A) e ^2?=^° n p+v^^. 

5.4.3. Proposition. — On suppose que l'inclusion j : U ^ X est affine alors pour P G 
PM{U,0)nP+M{U,0) on a 

j.P = Pj.P - P+j.P, j,P = PjiP = P+j<P, 

et PjuP, P+j\*P sont dans pM{X,0) D P+MiX,0). 

Démonstration. — Comme j est affine, j^, (resp. j\) est i-exact pour p (resp. p+) et le résultat 
découle du corollaire l5.2.3l □ 

Remarque : en ce qui concerne les extensions intermédiaires, par définition Pj\*K = !mpc{Pj[K — > 
Pj*K) et P+ju — lvi\p+c{P+ j\K P+j^K) sont donc aussi dans PC fl p+C. Ils sont en outre reliés 
par la suite exacte courte dans PC : 

Pj,, ^ P+j,, ^ Pi,Ph1^^J*j, ^ 0. (5.4.4) 

5.4.5. Lemme. — Soit P e pM{U,0) D p+M{U,0) avec j : U '-^ X affine tel que Ph°^^J*j^P 
est non nul. Alors il existe un point z de X — U tel que (z*h-'^''^'P+j, *P I est non nul. 

V / tors 

Remarque : comme Pj\*P G pD'^^^, on a nécessairement z*h~'^^^^'^^''Pj\f,P qui est nul. 

Démonstration. — On choisit pour z un point générique du support de Phl^^^i* j^P de sorte que 
d'après la remarque précédente, la suite exacte longue des faisceaux de cohomologie appliquée à 
la suite exacte courte (j5.4.4l a pour fibre en z : 

ce qui donne le résultat. □ 

Remarque : plus généralement avec les notations précédentes, si Q est un faisceau pervers tel que 
dans PM{X,<Q) 
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distinct de ^ji^P alors la conclusion du lemme s'applique à Q. On notera que dans p~^J^(X, O) les 
inclusions précédentes deviennent 

5.4-6. Proposition. — Soit K e ^A^(f7, 0) n O) un faisceau pervers sans torsion sur 

U . Si l'inclusion j : U ^ X est ajfine alors 

¥j^K = ¥K, ¥j,K = j l¥K 

Démonstration. — Le résultat découle directement de la proposition 15.4.31 et du fait que ¥K est 
un faisceau pervers. □ 

Cas où 5* = Spec A : on note 

- f : X ^ S le morphisme structural ; 

- s = Spec k (resp. rj = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S ; 

- Xs (resp. Xtj) la fibre spéciale (resp. générique) de X ; 

- i : Xs ^ X (resp. j : X^^ ^ X) l'inclusion fermée (resp. ouverte). 

Le complexe /•As[2](l) est dualisant sur X d'après [12j Th. finitude §4. On considère alors la 
t-structure sur X obtenue par recollement de la perversité autoduale p sur la fibre spéciale Xs de 
X et de la f-structure {PD^~-^{Xn,A), pD^~^(X^, A)), notée p[l], où p est la perversité autoduale 
sur la fibre générique X,, de X. Autrement dit, en posant, d'après |T] XIV 2.2, pour x un point 
de X d'image y dans S 

S{x) — degTr K,{x)/K{y) +dim{y} 

on a 

A G PD'^^iX, A) ^ Va; G X, h^^ii^A) = 0, Vq > -S{x) 
A G pL»>0(A:, A) 4^ Vx G X, h^lilA) = 0,Vq < -S{x) 
On définit de même la f-structure p+ sur X de sorte que le foncteur dualisant Dx = iîIîom(— , Kx) 
échange PD'^^iX.A) (resp. P+D'^^iX^A)) et p+D^°{X,A) (resp. pD^°{X,A)). 

5.4.7. Proposition. — Le foncteur j^^ (resp. j\) est t- exact pour X^i muni de la t-structure p[l] 
(resp. p + [1]) et X de la t-structure p (resp. p-\-) définie ci-dessus. 

Démonstration. — Pour le cas de , cf. par exemple [14] bas de la page 48 ; le cas de j\ est 
dual. □ 

D'après le corollaire l5.2.31 on en déduit alors le résultat suivant. 

5.4.8. Corollaire. — Si Lq e pD^^'^{X,j,0) (1 p+D^^'^ {Xr^,0), i.e. est sans torsion pour la 
t-structure {pD'^~^{Xji, A),PD^^^{Xfj, A)), alors JiLq, j^Lo? ^j\*Lo et P~^juLo appartiennent à 
PD^"{X,0) n P+D^°{X,0), i.e. sont sans torsion. 

Cas où S — Spec A : on note 

- s = Spec k (resp. = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S ; 

- X^ (resp. Xj^) la fibre spéciale (resp. générique) de X ; 

- i : X-s ^ X (resp. j : Xjj ^ X) l'inclusion fermée (resp. ouverte). 
Remarque : dans cette situation, il n'y a plus de complexe dualisant. 

On considère alors les t-structures suivantes : 

- p{l) en recollant {PD'i-'^{XTj, A),pD^-^{Xtj, A)) et {PD'^^iXs, A),pD>°{Xs, A)) ; 

- p{0) en recollant {PD'i°{Xjf, A),PD^°{Xjf, A)) et {PD'i°{Xs,A),PD>°{Xs,A)). 
Remarque : on notera p(l)+ et p(0)+ les t-structures obtenues en recollant comme ci-dessus à 
partir des versions p+ sur Xjj et Xg. 
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5. 4-9. Proposition. — (i) Pour Xjj et X munis des t- structures p[V\ et p{l) (resp. et 
p(\)-\-), les Joncteurs j ^ etjf sont t-exacts. Pour Lq sur Xjj qui est p[l] pervers sans torsion, 
on a 

qui est sans torsion sur X et on a la suite exacte courte de faisceau p{\) -pervers sans torsion 
sur X : 

i* i^Lo, — > jiio — > j*io 0. 
(ii) Pour Xrj et X munis des t-structures p et p{0) (resp. p+ et p{0)+), les Joncteurs et j, 
sont t-exacts. Pour Lq sur Xjj qui est p-pervers sans torsion, on a 

qui est sans torsion sur X et on a la suite exacte courte de Jaisceau p{0) -pervers sans torsion 
sur X : 

j^Lo — > j^Lo — > i*j^Lta 0. 

Remarque : le complexe i j^Lq est le complexe des cycles proches notés î'^(Lo) que l'on considère 
muni de son action du groupe de Galois. 

Démonstration. — (i) Le foncteur (resp. ji) est i-exact à gauche (resp. à droite) pour p et 
p+. Par ailleurs comme d'après |Ï4] §4, i est t-exact relativement à p sur Xjf et p sur X-g-, 
on en déduit que est t-exact relativement à p[l] sur Xjf et p{l) sur X. En ce qui concerne ji, 
considérons le triangle distingué 

j\ j K — 5- K — 5- K ^ 

pour K = i^Lo, avec Lq, qui est p[\\ pervers. La suite exacte longue de p(l)-cohomologie et le fait 
que ^h^i* j ^LiQ est nul pour tout r =/= —1, donnent la nullité des P^^^h'^j,j* K pour tout r ^ ainsi 
que la suite exacte courte 

^ l,P'^^^h-^i*K — > 7,7* A' — > K ^0 

avec qui est p-pervers. On en déduit alors que jt est t-exact relativement à 

et p{l) ainsi que j^Lo = p^^'^JuLq. 
Soit alors Lq qui est pervers et soit 

le triangle distingué associé où ''[^1tj>iLo[1] est p[l] pervers de torsion et p^^^H^Lq est libre. Après 
application du foncteur exact on obtient le triangle distingué 

où J,'''^'^°io et j ^P^^^T^iLo[l] sont p(l)-pervers. Par ailleurs comme pour tout M qui est p[l]- 
pervers, j^M — P^^^j,^M, il découle du corollaire 15.2.21 que j^P^^^h^Lo (resp. j ^p^^^t^iLo[1]) est 
libre (resp. de torsion). On en déduit alors que j„ est i-exact à gauche relativement à p[l]+ et 
p(l)-|- et donc t-exact. La i-exactitude de j\ relativement àp[l]-|- et p(l)+ s'en déduit alors comme 
précédemment . 

Remarque : pour tout M qui est pervers, j„ 

(ii) Le raisonnement est strictement identique en notant que relativement aux t-structures p et 
p{0), i*j est t-exact de sorte que pour K — J^Lq : 

- ifi K est p-pervers; 

- P^^\* K = î'^(Lo) est p-pervers; 

- P^^'>h-^*K est nul. 

□ 
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5.5. Cas d'un schéma de Hecke. — Soit Xj = (^/)/ei un schéma de Hecke pour (G,X) et 
A = Qi, Il ou F/. La catégorie FPHg(Xi; A) (resp. FHg(Xx; A)) des faisceaux pervers (resp. des 
faisceaux) de Hecke sur Xx à coefficients dans A est définie comme la catégorie dont : 

- les objets sont les systèmes (Jv)/gi où J-j est un faisceau pervers (resp. faisceau) sur X/ à 
coefficients dans A, tels que pour tout g G G et J C / tel que g^^Jg C /, on dispose d'un 
morpffisme de faisceaux sur X/, ujj{g) : Ti — > \g\jj^*J'j soumis à la condition de cocycle 

UK.jig'g) = [g]j,i,*{uK.^j{g')) °ujj{g) 

- Les flèches sont les systèmes {fi)i£x avec // : Jv — > J^'i tels que le diagramme suivant est 
commutatif : 

J^i [g]j,i,*{J^j) 

Mj./.-C/./) 

•77/ "./.Hs) r , , , . 

Remarque : par rapport à [8] §1.3.7, on a supprimé les conditions (ii) et (iii). Les propositions 
6.1 et 6.2 de loc. cit. sont encore valables, i.e. FPHg(Xi;A) et FHg(Xi;A) sont des catégories 
abéliennes munies de foncteurs j\,i* (resp. Rj^,i^, resp. j^,Rr) qui sont t-exacts à droite (resp. 
t-exacts, resp. t exacts à gauche) avec les propriétés d'adjonction habituelles, de sorte que l'on se 
retrouve à nouveau dans une situation de recollement. 

Remarque : pour A = Z/, il faut, pour que les [5],/./,* restent i-exacts, prendre les mêmes t- 
structures, i.e. avec ou sans +, à tous les niveaux. On notera par ailleurs que les théories de torsion 
à chaque niveau « induisent > une théorie de torsion sur FPHg(Xi;Z/). Par ailleurs comme les 
[5].// * commutent avec le foncteur F ®t (— ), la théorie de réduction modulaire précédente se 
prolonge aux faisceaux pervers de Hecke. 

Remarque : contrairement à [8], avec notre définition de faisceaux pervers de Hecke, sans les 
conditions (ii) et (iii) de la définition 1.3.7 de loc. cit., le dual de Grothendieck d'un faisceau pervers 
de Hecke n'est pas à priori un faisceau pervers de Hecke. On pourra toutefois noter que dans le 
cas particulier où Jx est un Zj-système local pervers sur jx : Ux ^ Xx avec Vx — ^i\*,x^x alors 
DVx est un faisceau pervers de Hecke relativement à la ^-structure p+ isomorphe à jw+.x^x ■ 



6. Filtrations de stratification d'un faisceau pervers sans torsion 

On se propose dans ce paragraphe de définir des filtrations dites de stratification d'un A-faisceau 
pervers sur un schéma X muni d'une stratification 

x^^ C x^^-'^ C-- - C x^^ C a:>i = X 

par des sous-schémas localement fermés. Pour ce faire on commence par une situation générale 
de recollement de i-structures où on définit une filtration sans torsion d'un faisceau pervers sans 
torsion ; on itère alors cette construction dans le cas géométrique. 

Remarque : on laisse le soin au lecteur de traiter le cas d'une stratification plus générale ; dans la 
situation des variétés de Shimura considérées, cela n'apporterait rien de plus. 

6.1. Cas d'une situation de recollement. — Soit 

Vf V Vu 

i' ji 

une situation de recollement telle que : 
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- T>F et Du soient munis d'une t-structure {Dp ) et {T>^ ,2?^ ) de sorte que 

2?^" -.^{K (zV: j*K e Vfj° et i*K e vf°} 
2?Ï50 --{KeV: j*K G et i K e 

est la t-structure sur V obtenue par recollement ; 

- Cf Cu sont des catégories abéliennes O-linéaires munies des théories de torsion (TfjJ^f), 
et {Tu,J'u) de sorte que 

T:={PeC: Pi*P G Tf et j*P G Tu} 
:= {P G C : Pi'P G J"f et j*P G Tu} 
est une théorie de torsion sur la catégorie abélienne O-linéaire C. 
Comme au corollaire 15.1.41 on notera 

+V^° := {A G 25^1 : h\A) G T} 
:= {.4 G 2?^° : h°{A) G T} 

la théorie de torsion « duale » sur C et +C désignera C muni de cette théorie de torsion « duale > de 
celle de C. 

Soit désormais Pa G C fl +C, autrement dit Pa G dans C. Considérons alors le diagramme 
commutatif dans C : 

Pa ""j^rPA p+J*J*Pa 



"j'.rPA p+J!J*Pa Pj<.*3*Pa P+j<*j*P 

Remarque : d'après le corollaire l5.2.2l P^i\j*Ph et Pj*j*PA sont sans torsion, i.e. appartiennent à 
^CnC. Ainsi Pj\j*PA — > ^^ji.j*PA (resp. ^j*j*PA — > ^^j*j*P) se factorise par la partie libre de 
PJ!J*Pa (resp. de P+jJ*PA). 
On pose alors : 

- diMP^) l'image dans +C de P+ju*PA Pa ; 

- 5"/^ _i(Pa) le noyau dans C de 5^/^,o(Pa) — > ^j*j*PA. 

- Sn^APa) le noyau dans C de Pa — > ^j*j*PA ; 

- des inclusions 

"jufPA ^ Pa/^N.APa) ^ "j^fPA 

il existe P^^ C Pa contenant 5'Ar^,o(PA) tel que P^ i/iÎAf^,o(PA) — ^j\*j*PA- On définit alors 
^n^^APa) comme le saturé au sens de l5.1.7l 
On a alors : 

- comme 57j^,o(Pa) est un quotient dans +C d'un faisceau pervers P^j\j*PA G divisible; il 
est donc sans torsion i.e. dans C D ; 

- Si^,-i{Pa) comme sous-objet dans C de 5'7j^,o(Pa) 6 J- est sans torsion; 

- Sn^,o{Pa), dN^,i{PA), 5Ar^,i(^A)/5/^,o(PA) et Pa/Sn^,i{Pa) sont sans torsion, i.e. dans C Ci 
+C. 

On a ainsi des inclusions de faisceaux pervers sans torsion 

Î7„_i(Pa) c Si.APa) c Pa, Sn.APa) C Sn.APa) C Pa 

telles que : 

~ Pa/-Sij^.o{Pa) est, en tant que quotient dans '^C d'un faisceau pervers divisible, est dans 
en +C; 

~ Î74..o(Pa)/5/^.-i(Pa) est, en tant que quotient dans C d'un faisceau pervers libre, est dans 
en +C; 

- ^j!*J*PA Ï7„o(Pa)/57„-i(Pa) P+JwfPA ; 

- ^J!*J*Pa ;?A^„l(PA)/îiV„o(PA) P+jwrPA. 
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Remarque : les filtrations Si^^t et Sn^^.b sont duales l'une de l'autre au sens de la proposition 
suivante. 

6.1.1. Proposition. — SiT) est muni d 'une dualité D qui : 

- échange ! et * ; 

- permute C et +C ; 

- et telle que DP/^ ~ Pa- 
On a alors 

;î/^,_i(Pa) ^ dIpa/^n^APa)) 

î/„o(i'A)/;?/„-l(PA) ^ DhN„liPA)/dN„QiPA)) 

SiMPa) ^ dI^Pa/^nMPa) 

Démonstration. — Remarquons que si P ^ Q est une injection dans C alors DQ -» DP est une 
surjection dans ^C. En dualisant les flèches suivantes dans C : 

P+j!i*^A ^ Pa ^ Pa/SnMPa) ^ ''j*3*PA 
on obtient les suivantes dans '^C : 

P+JU*P -» DiPA/dN.AP^)) ^Pa^ ^j*3*PA 
et donc P'(PA/i?Ar4^,o(-PA)) — 5^/4,,o(-Pa)- On procède de même pour 

5jv,,i(Pa)/5jv,,o(Pa) Pa/^n^APa) ^ ''j*fPA 

ce qui donne dans +C : 

''^jifPA DiPA/^NMPA) ^ DiSN,APA)/dNMPA) 

avec dans """C, 

"jufPA ^ Di^N,APA)/dNMPA)) ''^]\*3*Pa 

et donc D{^n^APa)/^n^APa)) — ^i^APa)I'Sii.-i{Pa)- On dualise enfin la suite exacte dans 
C : 

^n,APa)/^n,APa) ^ Pa/^n.APa) ^ Pa/^n.APa) ^ 
ce qui donne la suite exacte suivante de : 

^ i?(PA/ÏAr,a(PA)) ^ ^Î/^oI^'a) ;?/„o(Pa)/;?/,.-i(Pa) ^ 



et donc i?(^PA/;?Ar,a(PA)j ^ ;?/,^-i(Pa). □ 

6.2. Recollement d'une i-structure perverse. — Comme au H5.4[ 5 désignera soit le spectre 
d'un corps, soit celui d'un anneau de valuation discrète hensélien A ou encore celui de A le normalisé 
de A dans une clôture algébrique du corps des fractions de A. On considère alors X un schéma de 
type fini sur S. Pour j : U ^ X une inclusion d'un ouvert dense contenant la fibre générique 
(resp. X^) si S = Spec^ (resp. S = Specv4) avec i : F :— X — U ^ X, on est dans une situation 
de recollement ce qui permet d'appliquer les constructions du paragraphe précédent. 

6.2.1. Lemme. — PourS^Speck et P^^ e pM{X,Zi) nP+M{X,Zi) tel que P-^^ :^ p^ 

est simple de .support dense dans X . Il existe alors un ouvert dense j : U ^ X et un système local 

libre sur U tels que 

PjuC^ [-dimX] Pz [-dimX]. 



TORSION DANS LA Z,-COHOMOLOGIE DU MODÈLE DE DELIGNE-CARAYOL 



29 



Démonstration. — Pour tout s < — dimX, h~'^P^^ est nul de support et pour s = —àimX soit 
j : U ^ X tel que [~ dimX] := i*^^^ est localement constant sans torsion. Avec les notations 
du paragraphe précédent, soit 

Comme 

- Pq^ est simple ; 

- 5^/4., 0(^2,) '^i choix de U ; 

on en déduit que Si^^-i{P^^) Qi est nul et comme ^i^^-i{P^^) est sans torsion, il est nul. De 
même {Pz,J-Si^,o{Pz,)) ®Zj '^i ^^^^ torsion de sorte que P^Jdii,o{Pzi) ^st nul. □ 

6.2.2. Lemme. — Soient et P^, d,^'^ faisceaux pervers sans torsion sur X et j : U ^ X une 
inclusion affine d'un ouvert dense. On suppose que : 

- on a une suite exacte courte dans pA4(X, Z;) 

O^P^^^Pz,^^*T^O 

où i : F ^ X — U ^ X et T est sans torsion dans pA4{F, ïi) ; 

- il existe un système local ^C^, ^^"f" U ainsi qu'un diagramme commutatif dans ^jVÎ(X, Z/) 

P^^ ^ Pw. 




dimX] 

dont les noyaux P^^ g et ^ sont à support dans F. 
Alors T est nul. 



Démonstration. 



La suite exacte courte de l'énoncé fournit un élément de Hom 



D{X,Zi 



X^*T,P^\l]) 



et donc un élément de Hom 
de l'énoncé fournit par « pushout 



D{FZi) [~ dimX + 1]). Autrement dit la suite exacte courte 



une suite exacte courte 



0- 



0- 



Pj\^,C^^ [— dimX] 



I 
I 

-A- 



T- 



T- 



■0 



Par ailleurs comme P^ — > ^ juC^^^l— dimX] est surjective dans ^A^(X, Z;) et donc aussi dans 
P~^M{X,Zi), on en déduit que P^^ A est surjective dans p~^M{X,Zi) et donc A est en tant 
que quotient dans p~^M{X,Zi) d'un objet divisible, est sans torsion dans p~^M{X,Zi) et donc 
aussi dans pM.{X, Z;). En outre le diagramme commutatif de l'énoncé fournit alors une surjection 
A ^ [~ dimX] dont le noyau K est libre et tel que K Q; est nul de sorte que K est 

nul. Ainsi A ~ ''ji^iZgJ— dim AT] et comme T est à support dans F, [~dimA] — j*A est un 
isomorphisme de sorte que d'après [5.2.41 ^'ji^^^J— dim A] ^ A est un isomorphisme et donc T 
est nul. □ 

6.2.3. Lemme. — Soit 



^F := X -U 




avec : 
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- U et Uq des ouverts denses de X si S — Spec k ; 

- Uq = (resp. Uq = Xjj) si S — Specy4 (resp. S — Spec A). 

On suppose çwe jo.* (resp. jo^\) est p-exact (resp. p+-exact) de sorte que pour L^^ G pA4{Uq,Zi) D 
P'^A4{Uo,'Zi), les faisceaux pervers P^, — Joj-^Zi Qï,i ~ Jo.*-^^, sont sans torsion dans 
PÀ4{X,'Z,i). Avec les notations du paragraphe précédent on a : 

~ dii.oiPji) — î?A'4,,i(^'f, ) — Çî'c suite exacte dans ^7W(C/, Z;) n P^Ai{U,Zi) 

- î?/4, = 5'n^,o(Qi,) est nul et ^n^,i{Qj^^) = ^i^fi{Q%) - ^"^3\*j*P% — > P% ce qui 
donne la suite exacte dans pà4{U, Zii) H P~^Ai{U, Z;) 

-> Pf, PjjSiMP%) = P%/^n,APê,) ^ 0. 

Démonstration. — Du fait jo,! est p+-exact et comme Lg^ est sans torsion dans P^M{Ua,1ii), 
d'après le corollaire l5.2.3l jo,i.L^ — ^^joj^z est sans torsion dans P'^M{X, Z/) et donc isomorphe 
à ^Jo,!%, = ^J! °oj!% • On en déduit alors que j*P^^ ~ o^Jî^f, et donc P'^j\j*P^^ = ''jo,!^!, = -Pf, • 
Autrement dit iî/^,o(-Pf, ) = -Pf, • Par ailleurs dans pM{X,Zi), on a une surjection ^j\j*P^^ 
^j\*j*P% avec comme P^, est sans torsion, ^j\*j*P%^ sans torsion dans ^M.{X, 1i), d'oii le résultat. 

Pour Q^, le raisonnement est similaire ; on a Q^, — ^j*i*Q% et donc ^i^,-i(Qj^^) = S^Af^,o(Qzj) 
est nul. De l'injection dans ^^J^{X,'Li), 

on obtient ^Ni,i{Qj, ) — Si^.,o{Qz ) — ^^j'-*j*Pï. — ^ et la suite exacte courte de l'énoncé. 

□ 

6.3. Filtrations de stratification. — Afin d'étudier les faisceaux pervers d'Harris-Taylor 
(resp. le faisceau pervers des cycles proches), nous considérons un schéma X sur SpecFp (resp. 
Spec A) muni d'une stratification 

^^d ^ j^^d-i ^ C X^^ = X 

(resp. X^"^ C X^'^-^ C • ■ • C X^^ G X^^ = X^ C X^° = X) 

avec pour tout 1 ^ h ^ d, X^^ de dimension d — h. Nous étudions alors des faisceaux pervers 
sur X constructibles relativement à cette stratification au sens du §2.2.10 de [2]. On note j^'' : 
X^'' et i^ : X^^ ^ X. 

6.3.1. Proposition. — Soit P^^ un faisceau p etp+ pervers et [PqJ = X^ J-Pq, J '"^ décomposition 
dans le groupe de Grothendieck en faisceaux pervers simples Pq^ ^ — ji,\*Cq^ ^. Alors Pg^ e.st munie 
d 'une filtration 

^ ~ Pf-i-s- ^ + l ^ • • ■ ^ P^i-i ^ ^z,,o P'ï.1,1 ^ ' " ^ Pf.i,s+ ~ Pzi 

telle que : 

- les gradués gr-^^ f, := P^, k/P^i fe-i -^^int sans torsion; 

- P^j détermine une structure entière ^ sur chacun des Cq^ ^ et pour tout — ,s_ ^ fc ^ s+, 
il existe r{k) tel que 

- en notant dr la dimension de Pq^ ^, pour tout k < k' tels que dr(k) — dr(k') on a 

Vfc < fc" ^ k', 4(fc") = 
ou 

3k < fc" < k' tel que dri^k) < dr{k")] 
dr(o) est maximal et vérifie < rfr(o) ■ 
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Démonstration. — On reprend alors les constructions du paragraphe précédent en posant : 

- ^i^m{P%) l'image dans p+M{X,%) de jd-ijJd-i-Pz, ^ ^z, 5 

- 5^/^,_i(P^^) le noyau dans PMiX,%) de Si^,o{P%) ^ Jd-i.*jd-i-Pl, • 
Comme précédemment on a : 

- 5^7^, 5/^,o(-Pz,), îî/^,o(-Pzi)/S'/4,-i(-Pz,) et P%l^hfi{P%) sont sans torsion dans 
PM{X, 11)- 

- et PxJ'Sii^fiiPj^^) sont à support dans Xl'^-^l ; 

- des inclusions 

Si le système local j'^_iP%^[d — 1] sur X^'^^^^ n'est pas irréductible en tant que représentation 
de 7ri(X'^''~^'), on le filtre de sorte que les gradués le soient. Ces gradués fournissent alors une 
structure entière sur les faisceaux pervers simples Pq^ ^ de dimension d—1. On recommence ensuite 
le procédé pour les Zj-faisceaux pervers sans torsion 5'/^__i(P^^) et P%J^i^fl{P-%^) sur X^'^~'^^ et 
ainsi de suite. La dernière condition sert juste à fixer les indices de la filtration. □ 

6.3.2. Notation. — Une filtration d'un faisceau pervers Pa vérifiant les propriétés de la propo- 
sition précédente sera dite de stratification. La filtration de stratification îj/j,,» (resp. ^N_i^.t) sera 
dite en amont par les images (resp. en amont par les noyaux), i.e. en partant de la strate de plus 
grande dimension vers celle la plus petite. 

Remarque : à chaque étape de la construction de la filtration, on peut choisir de considérer la 
construction îJ/^,» ou i^Af^^.», de sorte qu'à priori il n'y a pas unicité d'une filtration de stratification. 
Dans le cas A = Z;, la « position » d'un gradué 

''■rik) Jr(k).,\*l-%^r{k) ^ d^Xi^k ^ ^r(k) Jr(k).\*>-t^^r{k) 

ainsi que le réseau iZ^, r{k) dépendent de la filtration de stratification considérée. 

6.3.3. Notation. — Dans le cas où P\ admet une unique filtration de stratification on notera 
gr^{PjCj ses gradués. 

Remarque : c'est en particulier le cas lorsque la filtration par les socles de Pa ®a di est minimale, 
i.e. à chaque étape le plus grand sous-objet facteur direct est simple. 

Remarque : dans la suite nous considérerons aussi les filtrations selon la dimension croissante des 
strates, i.e. en filtrant tout d'abord j'^<^ *P oii 

puis en considérant les constructions du paragraphe précédent relativement à la situation de re- 
collement donnée par X''"'^^ '-^ X -ir^ X^^ ainsi que la proposition 15 . 2 .41 Les filtrations seront alors 
notée 

(resp. S'at^,,) 

et dite en aval par les images (resp. en aval par les noyaux). 

Remarque : bien entendu, on pourrait considérer des filtrations de stratification en commençant 
par filtrer j^<^^*P. 

Etant donnée une filtration g'^ d'un faisceau pervers Pa, on dispose d'une suite spectrale fais- 
ceautique 

El%.^ = hP+'igr^.^.^, hP+'^P^ 
et d'une suite spectrale cohomologique 

EP'I.^ = HP+'^{X,gr^.^.^,) HP+^X,P^). 
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6.3.4. Corollaire. — Soient Pj^ £ PMiX,Zi) n p+M{X,Zi) et 

une fiUration de stratification : 

- ^ K esf une filtration de stratification du faisceau pervers iï^, ®% ^ j 

- les complexes Pig^ ^ (8)^^ F forment une fiUration par des faisceaux pervers de Pj^ (g)^, 1^ ^eZZe 
que les gradués gr^^k sont, dans le groupe de Grothendieck associé, égaux à la réduction du 
gradué grTK,k de la fiUration P^^ ^ (g)^^ K. 

Remarque : d'après le premier point, si P^, Qi admet une unique filtration de stratification 
avec des gradués simples, alors il en est de même pour P^^ ; on rencontrera cette situation dans le 
paragraphe suivant. 

Démonstration. — Pour le premier point cela découle directement de l'exactitude du foncteur 
(8)fjIK. Pour le deuxième, il suffit de remarquer que les P^^ ^ et les grk{P^^) sont sans torsion dans 
PM{X, Zi) de sorte que P^^ ^ F; — P^^ ■ (g)^^ F/ est pervers et s'injecte dans P^^ ^i-- '-' 

Remarque : à priori la filtration obtenue sur F/ n'est pas une filtration de stratification. En effet 
les grk{P^^) (8)f^ F; ne sont pas forcément de la forme jfJ^K^^ ; le problème vient du fait que le 
foncteur de réduction ne commute pas toujours avec les extensions intermédiaires, comme on l'a 
vu au paragraphe précédent. 

6.4. Application aux faisceaux pervers de Harris-Taylor. — Dans ce paragraphe, on se 
propose d'étudier les filtrations de stratification des j^*^ HT\{TTy,Ilt) pour A = Qj. 

6.4.1. Proposition. — Pour tout 1 ^ t ^ s, *^iîTQ^ (tt^. Ht) possède une unique filtration de 
stratification. Ses gradués gr^ ^ ^ sont : 

- nuls pour k > ; 

- pour fc ^ i/ sont égaux à 

j^^i-'^'HT^^{n,,n,^[^k^lU) ® S^/' 

Démonstration. — Le cas t = s étant trivial, on suppose 1 ^ t < s. On rappelle que d'après [8], 
pour tout 1 ^ t ^ s, on a l'égalité suivante dans le groupe de Grothendieck 

r=0 

Par ailleurs d'après loc. cit, la fibre en un point supersingulier de /i^j^if TîTq^ (tt^,, Ht) est nulle 
sauf pour i = l ~ t. On considère alors la fibre en un point supersingulier de la suite spectrale de 
stratification 

dont on trouvera une illustration à la figure [T] Ainsi pour tout p ^ 0, il existe un unique q tel que 
la fibre en un point supersingulier de E^*^ soit non nulle. Le résultat découle alors du fait que 
la fibre en un point supersingulier de l'aboutissement est nulle. □ 

Remarque : on est dans la situation où la filtration par les socles de Jj '/i^^q^ [jj^ 1 est minimale, 
i.e. à chaque étape le plus grand facteur direct est simple. 
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6.5. Application au faisceau pervers des cycles proches. — Comme précédemment, nous 
allons étudier une filtration de stratification du Wi,-faisceau pervers de Hecke Î'a.i dans le cas 
A = Q;. Avec les notations de l4.2.4l comme Î'q^ j est la somme directe sur les classes d'équivalence 
inertielles des représentations irréductibles cuspidales iTy de GLg{Fy) pour g décrivant les entiers de 
1 à d, toute filtration de stratification de vE'q j- est une somme directe de filtrations de stratification 
des \E'q^ j- ^ . On fixe donc une représentation irréductible cuspidale tTv de GLg{Fy) pour 1 ^ g ^ d 
et on note s — 1 - 1 . 

6.5.1. Proposition. — La filtration de stratification en amont par les images de Î'q j ^ est 
telle que ses gradués gr— ^ sont : 

- nuls pour k ^ —s ou k > ^^'^^ "'"^ ; 

- pourtoutO ^ i ^ s-1 et pour tout (i- l)(s- 1) - (i-2)(t- l)/2 < fc t{s - l) -t{t - l)/2, 
égaux à Vq {s — ô, 7rt,)(— ) qji a posé k = t{s — 1) — t{t — l)/2 — 5 avec donc 
< <î ^ s -1 - t; 

Remarque : plus explicitement gr^^^ ^ est égal à : 

- 7'Q^(l-fc,7r,„)(^)pourl-ss$fcs$0; 

- V^^{k + l,TTy){!^^^ pour 1 s^/cs^s-l; 

- 'Pq^ (fc - s + 3)(^^^^f^) pour s^fc^s + s- 3 = 2s-3; 

- V^^{k - 2s + pour 2s-2sCA:^2s-2 + s-4==3s-6; 

- et ainsi de suite ; on renvoie à la figure (??) pour une illustration de la suite spectrale associée. 

Démonstration. — On reprend la construction d'une filtration de stratification inaugurée à 
la proposition 16.3.11 On rappelle que ^'q^ j est à support dans A^jf avec j^^'*'^Q^ x tt^ — 
HT^^ (tTi,, 7r„) dg) Lg{TTy) de sorte qu'en notant l'image de ip^i^^'*^Q^ x tt dans j- ^ et 
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le noyau, on obtient 

J-_i C J-Q C % 

avec J-{)/J--i ~ Vq (l,7r„) ainsi que le diagramme suivant 



-P(ltl) -jf J^'''*^,!,.^ ^V^S^.^v) -0 




^-1 







où P(l f 1) est le premier cran de la filtration de stratification de j^^ HT^^ (tt^, Wy) (S) Lg['Ky) donné 
à la proposition 16.4.11 En raisonnant comme dans la preuve de la proposition 16.4.11 on montre 
qu'il existe une surjection P(l f 1) ^ J'-i- Des égalités suivantes dans le groupe de Grothendieck 

k=2 



E E 

k=l — Sg \k\<t^Sg 

t=k— 1 mod 2 



on en déduit que 



E[PQ,(fc,7r,)(- 



k=2 



T'- 



est effectif. Montrons alors par récurrence sur k que pour tout k ^ 1, Vq (fc, 7ri,)(-^^) est un 
constituant de J'q. Le cas k = 1 étant clair, supposons donc le résultat acquis jusqu'au rang k — 1 
et traitons le cas de k. Pour cela on considère la suite spectrale des faisceaux de cohomologie 
associée à la filtration de stratification de T-i et j -k^Z-^o- Comme (tt^, k — 1)(^^) est un 
constituant de et que, pour z un point géométrique de X^' 

inà z*h'-''+^r^ (7r^,,fc - 1 



s' 



et que le membre de droite n'est pas dans l'aboutissement de la suite spectrale, vu la description 
des faisceaux de cohomologie des ■PQ^(7r^,t), on en déduit que (tt^, fc)(^^) doit être égal à un 
des grf^ pour un indice i strictement plus petit que l'indice associé à 'Pq^{'!Tv,k — 1)(-^^) et 
donc être un constituant de J^o- 

Ainsi P := ^q^j^^Z-^o est à support dans X^^^ et tel que j^'^9,*p ^ iïTQ^ (tt^, [ 1 ]^^) (g) 
Lg(7r,j)(— 1/2). En continuant alors le même procédé et le même raisonnement, on parvient au 
résultat. □ 

On observe alors la propriété suivante. 

6.5.2. Proposition. — La filtration en amont par les images découpe une sous filtration 

= FK, 0) C F(7r„, 1) C F(7r„, 2) C • • • C F(7r„, s) = % x ^ 
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telle que pour tout l ^ i ^ s, 

fi \ \ ri r\ c \ n f^fr*f\ fi tnrifi ri /~t ( nnr^ T t~i nnr\ ri /i nn ly* n c^T rz r\ r\ i n rt \ 



l'image de F{Try,i)/ F{Try,i — 1) dans le groupe de Grothendieck est égale à X]fc=o^?i) (* 



fc,7r,)(-^); 

- on a une surjection stricte j^''^ HT^^ (i, [i — IJtt^) (X) Lg{TTy){—^^) Fiji^, i)/ Fiji^, i — 1) ; 

- F{'Ky,i) admet j^^^ HT^^{i,[t-^]Tr^) (E) Lg('!ry){—^^) comme unique quotient irréductible. 
On note alors que pour tout l ^ ii < i2 ^ s et pour tout point géométrique z, si la fibre 
z*h~^ F{iTv,ii)/ F{iTv,ii — 1) est non nulle alors z*h~^~^F{ny,i2)/F{TTjj,i2 — 1) est nulle de sorte 
que la suite spectrale des faisceaux de cohomologie associée à la filtration F^tt^, •) dégénère en Ei. 



7. Torsion des fibres des faisceaux de cohomologie 

Le but de ce paragraphe est de montrer que les ^^^^ d ^"^^^ sans torsion pour tout i. Pour 
cela, on passe par voie globale et on commence par montrer que les faisceaux de cohomologie 
des faisceaux pervers d'Harris-Taylor sont sans torsion. Bien que cela ne soit pas nécessaire, par 
commodité dans la rédaction, on suppose par récurrence sur le modèle local, que pour tout h < d 
et tout point fermé z de X^!^, les h'^'^xzi ^'-'^^ s&'as torsion. 

7.1. des p- faisceaux pervers d'Harris-Taylor. — Soient g ^ 1 et tt^, e Cusp^^ g^-^"") fixés. 

Pour 1 ^ i ^ s := [|J, soit F^t — ri(7r„) (g) Tait) un réseau stable de ny[t]D ® Ht- Afhnons tout 
d'abord les notations de l4.2.2l : pour TtiTTy) un réseau stable de 7r^[t]o, on dispose d'un Z^-système 
local JTt(7r„),i (resp. -7Tt(ir„)) de F{Try,t)i (resp. J-{'Kv,t)). Pour Tait) un réseau stable d'une 
Q/-représentation irréductible Hj de GLtg{Fy), on pose alors T^t = ^tiT^v) ® ^dt) et 

iïrr^,K,nO ^ -Fr,(,„)[d - tg] ® FgW ® 

le Z;[G(A°°)]-faisceau de Hecke induit sur X^*j à partir de -Frt(7r„),i- 

7.1.1. Proposition. — Avec les notations précédentes, jp'^iJTrgt (tTi;, Ht) vérifie les propriétés 
suivante : 

(1) il possède une unique filtration de stratification; ses gradués gf^^^ \^ -k sont : 

(i) nuls pour k < ou pour k > s — t ; 

(ii) pour ^ k ^ s — t, 

où r^t|fc est un réseau stable de 7r„[i + k]]j (E) (Tlt^[î: — l]7r„^ ; 

(2) pour tout point z de X et pour tout i, la fibre z* h^^jf^^^ HTr^t{TTv ,ïit) est sans torsion; 

(3) pour tout fc ^ 0, les réseaux F^t-ffe sont des produits tensoriels 

où : 

- iî/g^ (tt^,, fc) est le réseau d'induction de la représentation de Steinberg généralisée 

— IJtt^ , construit à la dé finition \ 2. 2. 1\ : 

- pour tout k ^ 1 avec (t + k)g < h, le réseau T^kiT^v) de Try[t + fc]/) est isomorphe au 
réseaw Ft|ij(j._i) (tt^,) i.e. au réseau de tt^, + fc] d associe à jp^*^"'"''^i/rrg,t-fi (tTi,, Ht x 7r„). 

Démonstration. — (1) Cela découle directement de la proposition 16.4. Il 

(2) On raisonne par récurrence sur t de s à 1. Le cas t = s étant évident supposons donc le 
résultat acquis jusqu'au rang t + 1, quelque soit le réseau F,gt+i considéré, et traitons le cas de t. 
On note P(F,g,t) le noyau 
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et considérons le morphisme 



dont on note P(r^t) l'image dans pM{X-s, Z;). Par ailleurs en notant 7^_i C J-q le premier cran 
de la filtration de j^*^^ HTr^t{TTv,ïit) tel que : 



Ainsi l'inclusion P(T^t) ^ -^o se factorise par J-i et fournit par composition une surjection sur 
Pji^^*^^^^7ïrrg,tti (""fi nt3<"7ri,)(l/2). On est alors dans les conditions d'application du lemme [ïï?2.21 
de sorte que P{T(^t)^ = P(r®t)- On en déduit alors que : 

- les réseaux des gradués de la filtration de stratification de P(r^t) sont ceux donnés par les 
gradués de la filtration de stratification de j^^'^^^'^^ HTrf^t{'7Tv,ïit><Trv), notés F^tii ; 

- la suite spectrale i?f'^(P(r^()) associée à la filtration de stratification de P{T^t) « se 
déduit » de celle i?f''(jP''*^^'^iïTrgj^i(7r„,nt xtt^)) au sens où on a un morphisme de suite 
spectrale. 

Comme par hypothèse les fibres en z des ^i/Tr^j^^. (tTi,, ntlt[^ — l]7r„) sont sans torsion alors 

z*Sf'«(F(r^t)) est nul : 

- pour tout point géométrique z de avec h' qui n'est pas de la forme {t + k)g avec 
1 ^ fc ^ s — t ; 



pour z un point géométrique de Xj- 



(t+k)g 



avec l ^ k < h/g — t, si {p, q) n'est pas de la forme 



(p, f - fc + (t + k)g - d) avec < p ^ A; - 1. 
Ainsi pour z un point géométrique de X^^^''^^ z*Ef'''{P{T^t))[tg " d] dégénère en E2 où les 
z 



il {P{T(g,t)) font commuter les diagrammes suivants : 



Voit) xn^x BJ^ (7r^,,p-l) x 




On en déduit donc que z*i?2'''(-P(r0t))[(i — {t + k)g] est nul pour tout {p,q) sauf pour (0, 1 — fc) 
où il est égal à T^^k ® (TGit)'x[k - 1]^^^ 

(3) On raisonne par récurrence sur k ; pour fc = f il suffit juste de vérifier que r,gt|i est 
un produit tensoriel. On rappelle que TîTr^^^j. (tt^,, Hj XTr^,) est induit à partir d'un GLtg{Fy) x 
GLg{Fy) X GL(s_j_i)g(F„)-faisceau J-{T) où F est un réseau stable de 7r^[t + 1\d ® nt{ — 1/2} ® 
■nv{t/2\. Comme le réseau F^t est un produit tensoriel, on en déduit que F = TQ{t) ® F' pour 
F' un réseau stable de '^^[t + IJ^i ® 7ry{t/2} et comme tt^ admet à isomorphisme près un unique 
réseau stable, on a bien F' = Ft|i(7r„) ® RI% (■"'nl^/S})- Supposons donc le résultat acquis jusqu'au 
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rang fc — 1 et traitons le cas de k. On reprend les notations précédentes : 

où P{T^t) est p-pervers à support dans Xjj'^^^^ tel que : 
- on a une surjection stricte 

Ainsi les réseaux des gradués de la filtration de stratification de P{r^t) sont donnés par ceux de 
la filtration de stratification de j^^*'^^^^ HTr^^^j^{7Tv,Ilt'xTTv), d'où le résultat. □ 

7.2. du faisceau pervers des cycles proches. — Contrairement au cas de ji^*^_ffTQ^ (tt^,, Ht), 
il n'y a pas une unique filtration de stratification de j ^ . 

7.2.1. Notation. — Pour T un réseau stable de Tïv[t\D ® [t — l]7r„ ® Lgiiï^), Prit^Tr^) (resp. 
V^{t,Tr,)) désignera Pjp*»*i/TrK, [i^]^J®LgK) (resp. ^iïTrK, [i^]^J ® L^K);. 

7.2.2. Lemme. — Il existe une filtration 

dont les gradués vérifient les propriétés suivantes : 

(i) ils sont sans torsion de la forme Pr(t,s)i'^v,t){~^—^Y^) 

- TTv est une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fy) avec l^g^detl^t^ 

d/g; 

- ^ (5 s; i - 1 ; 

- T{t,ô) est un réseau stable de [t]]j (g) Lg{'ïïy) (g) [r — l]7r„ ■ 
(ii) soit k{TTy,t,k) l'indice du gradué associé à V{ny,t){'- f-i-2fc ^ . 

- pour tout TTy et 1 ^ t' ^ s' tel que t'g' < tg, k{T:y, t,t — 1) < fc(7r(,, t' , k')k{T:y, t, 0) ; 

- pour tout n'y , l ^ t' ^ s' et < k' < t' -1 tels que {t'-k')g' < tg (resp. {k' + l)g' < tg), 
on a k{Tr'^,t', k') < fc(7r„, 0) (resp. k^n'^^t' , k') > fc(7r„, i, t — 1)). 

Démonstration. — On utilise le lemme [6.2.31 avec Uo — Xx;fj et U successivement égal à Uh ■— 
Xx ~ X^^ avec la ^-structure p{l) sur X obtenue en recollant la ^-structure p de Xx,s avec la 
t-structure p[l] sur Xx.îj. D'après la proposition l5.4.9l (i). VP^^ j- s'insère dans la suite exacte courte 

et la construction du lemme 16.2.31 fournit une filtration de stratification F_s_ C ■ • ■ C de 
I vérifiant (i) . 

En ce qui concerne (ii), il suffit de raisonner sur Q;. Notons en particulier que l'image de 
2- dans le groupe de Grothendieck est égale à Y!i=i E1=o J^^*^'*^q, ih 7rt,)(- '~ )■ 
De l'observation des fièches non nulles de la suite spectrale des faisceaux de cohomologie de la 
filtration de monodromie-poids, on en déduit que 

i=l k=0 k=l 

On raisonne alors par récurrence sur h en supposant le résultat acquis sur Xi^''. Le cas h — 1 
étant trivial supposons donc le résultat vrai au rang — 1 et prouvons le cas de h. Ainsi pour 
: Xjj ^ X — X^^ et : X ~ X^^ ^ X on a une suite exacte courte 
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'J ^ J ^Qi,I ^ Jl* ^Q, 

OÙ P^^ (resp. Q^'') est, dans le groupe de Grothendieck, égal à 

tg—h tg—h 

ce qui prouve le résultat. 



□ 



7.2.3. Proposition. — La filtration de stratification en amont par les images T = [F^g^ C 
• • • Fs^ ^ de î'g^ j telle que ses gradués 91^^'^^ j, vérifient les propriétés suivantes : 



ils sont nuls pour k assez grand ou assez petit; 
s 'il est non nul, il est de la forme 



Pj>'aHTr^,_,^A^,,[t^l]^J^L,M{-LJ-^) 
où : 

- TTy est une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fy) avec l^g^detl^t^ 

d/g; 

- 5 t - 1 ; 

- Tigit-SiS est un réseau stable rfe 7r^[t]D CS)Lg(7r^) €5 — de la formeV uw ®^G(.''^v^t — 
5\ 6) où Tjyw est un réseau stable de Try[t]D ^ Lg{-Ky) ) et TciT^v^t — 6 \ 6) est le réseau 
stable de [t — 1],^^, noté RIj^^ _^ {T^vit — ô)~x RI_[TTy,ô). 

En outre pour tout 1 h ^ d et pour tout point fermé z de X^'^, la fibre z*h'"^x sst sans 
torsion pour tout i. 

Remarque : d'après [6. 1.11 la filtration en amont par les noyaux est telle que ses gradués sont les 

où le réseau T'^g^^_g est de la forme Vj^y^^ ^TQ{TTy , 6 \ t — S) où T'fj{ny,S^t — S) est le réseau induit 
par RI-{TTy,6 + l)'x RI+{TTy,t — ^ — 1) via l'injection [t — 1]^^^, ^ [S ]Tr^^[t — S — 2]^^^. L'étude de 
la suite spectrale des faisceaux de cohomologie est alors plus complexe puisque les réseaux donnés 
par les parties libres de l'aboutissement ne sont pas les bons et sont modifiés par la torsion non 
nulle dans l'aboutissement, cf. le cas (iii) de la remarque 12.1.31 : cette étude ne peut se faire qu'à 
posteriori une fois prouvée la proposition ci-dessus. 

Démonstration. — Considérons la sous-filtration 

telle que j-^^J Fig^{h) est à support dans X^^ . Pour 1 g ^ d et tTu une représentation 
irréductible cuspidale de GLg{Fy), on considère alors pour 1 ^ t ^ s = [^J, la sous-filtration 

telle que : 

- F^{-Ky^t)/Fj^^ ((t — l)g) admette un unique quotient irréductible dont le produit tensoriel avec 
Q/est7'ô,(i>^«)(-^); 
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- dans le processus de construction de la filtration de stratification en amont par les images, on 
s'arrête dès que l'on peut prendre l'image dans p~^M{X-s,Zi) pour F-^{ny,t) (resp ; l'image 

dans PM{X^,Zi) pour F^(7r„,t)) de 
Remarque : avec les notations de 16.5. 2| on a 

s—t t i 1 

F{7r,,t)/F{7:^,t-1)\ = ^ 75(7r,„, t + ^). 

i=0 

On a ainsi une suite exacte courte dans pM-{X^*^ , lii) : 

0^ F-{Tr,,t) ^ F+{TT,„t) ^0 

oit T est de torsion à support dans X^^^ . On a en particulier une surjection F-^ (7:^,1) —» 

^Ju:*^ HTr^ti^y, [t — l]7r^)(— |) dont le noyau est à support dans X^*^ de sorte que, d'après le 
lemme 16.2.21 pour obtenir que T est nul, il suffit de montrer que F-^ (tt^ , t) vérifie la même pro- 
priété. 

Soit JC l'ensemble, non vide, des k tel que F^^ {{t — l)g) C Fk et soit fc G /C minimal tel que 

F+{n,,t)/F^^{{t - 1)5) K/F^^{{t - l)g). 

D'après le lemme précédent k ne peut pas être l'élément minimal de JC de sorte que par minimalité 
de k et comme F^ {tt^ , t) / i^^, ~ 1 ).9) admet un unique quotient irréductible sans torsion, F^/ F^-i 

qui est de la forme PjfJ^ ^ i/Tr^^, (tt^, ^), doit vérifier {t',g') — {t,g) avec 7r(, ~ iTy. On ob- 
tient donc une flèche non nulle F^{-K^,t) — > ^jf^^^ HTr^ti-Kv, [t — l]7r„)(— qui sera forcément 
surjective, pourvu que les réseaux soient les mêmes. 

Soit alors z un point géométrique de X^^^ , en raisonnant par récurrence sur t, pour tout 7r[, 

irréductible cuspidale de GLgi{Fy), les fibres en z des (^F^^^n'^jt')/ F^^{T:'^,t' — l)j sont sans 
torsion. Il résulte alors de l'observation 16.5.21 que l'on ait dans le cas d'application du (i) de la 
remarque I2.1.3[ de sorte que le réseau de z*7'(7r„, associé par F, correspond à celui de 

De même pour F, comme dans la filtration n'apparaît que des ^ji*, la même observation fournit 
que z*hPFk est sans torsion et donc, d'après le cas (i) de la remarque 12.1.31 que le réseau de 
z*V{'Kv,t){—i-Y-) fournit par F, correspond aussi à celui de '^*'p~lg- 

En ce qui concerne la description des réseaux, vu ce qui précède et le paragraphe précédent, il 
suffit d'initialiser la propriété. Comme la réduction modulo l de ir^ est irréductible, le réseau Tq 
se met en facteur. 

□ 

Remarque : On peut aussi montrer que les réseaux V sont des produits tensoriels T o ® Tw : 
c'est automatique si la réduction modulo / de est supercuspidale et dans le cas général on peut 
utiliser la cohomologie globale de la variété de Shimura que l'on découpe par une représentation 
automorphe II telle que est cuspidale, pour voir que le facteur galoisien est nécessairement en 
facteur. 

7.3. des p+ faisceaux pervers d'Harris-Taylor. — Pour g ^ 1 et tt^ G Cusp^^ g(-^^) &x.é, 
on rappelle la suite exacte courte de faisceaux pervers dans pA4{Xx,s; Z;) : 

7.3.1. Notations. — On note 



F^{n,,t)/F^^{n.„t-l)^^^Qi 
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- iÏ7r„,±(0 le support de ^h^^^i^^ ^iïTr^^, (tt^, Ilf)^ autrement dit z est un point fermé 

de -ff7r„,±(i) si et seulement si z* (^hl^^i^^ ^iîTr^^, (tt^, Ilt')^ } est non nul. 

- Cuspq^ g çii^v) sous-ensemble de Cusp^^ gi-^"") constitué des TTy tels que ri{'Ky) est super- 
cuspidale. 

Remarque : à priori la définition de iÎ7r„,±(i) dépend du choix du réseau T^f Avant de vérifier 
qu'il n'en dépend pas nous le noterons -ff7r„.±(r®t). 

7.3.2. Lemme. — Pour tout i d T, et pour tout point fermé z de hors de H±,Tj^{T^t), 
l'image de ind z*h^j^'^^¥HTr>^^{TTv,^t) dans le groupe de Grothendieck associé à f^xGLh{Fv)x 
Z ne dépend pas du réseau T'^^ considéré. 

Démonstration. — Remarquons tout d'abord que l'indépendance relativement au choix du réseau 
rG'(t) est évidente. La réduction modulo l d'un réseau stable Tti'ïïy) de 'ïïv[t]D est en tant que 
représentation de f^tg égale à kr^ pour t^, une représentation irréductible. On a alors une suite 
spectrale 

Elf^^^h^+'^jl'^WHTr^.i^y^t) 
dont les termes initiaux sont nuls pour p ne vérifiant pas O^p^fc — let sinon 

où Jv^, est le F;-système local associé à la (^-représentation irréductible Ty par les revêtements 
d'Igusa de seconde espèce comme dans I4.2!2l On note alors que les termes initiaux de cette suite 
spectrale sont indépendants du choix du réseau T^{tTv) ; seules les flèches d^'' en dépendent à priori. 
Il suffit alors de montrer que pour tout r ^ 2, E^'^^^ et r^t"''''' peuvent pas être tous deux 
non nuls ce qui imposera que toutes les d^''' sont nuls et ce quelque soit le réseau. 
Remarque : la filtration décrivant l'aboutissement à partir de cette suite spectrale, dépend à priori 
du choix de Vt{'n:i,). 

Pour tout ^ p ^ fc — 1, r^^ ne dépend que de q : ainsi s'il existe qi ^ q2 tels que 2*£'2 
et z* E?,''ï? sont non nuls alors z* El^, p sera non nul pour au moins deux indices i distincts. Or 
pour le réseau rt(7r„) il résulte de 14.3.21 et des hypothèses que z*El^ s'annule pour tout i sauf 
éventuellement pour un unique indice i, d'oià le résultat. □ 

7.3.3. Lemme. — La dimension de iÎ7r„,±(0 ^■'^ indépendante du réseau T^t considéré. 
Démonstration. — Il résulte des triangles distingués 

Pji*¥ FP+jiH. ^ Ph°¥Pi,Ph'^^^J*j^ ^ 

que FPj.f ^i/Tp^,(7r,,nO, ¥p+j(;'' HTr^^{TTy,Ut) et »Fi/Tp^, H*) coïncident en dehors de 
H-n^,,±{t). Soit alors un Z;-réseau stable T[{'Ky) de 7ri,[i]£) et considérons la suite exacte longue des 
faisceaux de cohomologie associée à la suite exacte courte 

^ «Fiïrp^^K,no ^ F^'+j-.f ^iîTp,^^(7r.,ni) -> p(r^,) ^ o 

où on a posé P{T'ç^t) — ^/i''FPi<*»P/iO„^^i<*9'*jf '^iîTp^^ (tt^, Ht). Supposons que la dimension q 
du support de P(r^j) soit strictement plus grande que celle de P(r®t) et soit z un point générique 
de dimension q de ce support. Pour tout i < —q, on a 

z*h\j^J^HTr'j7ry,nt) c z*h^¥P+j^J^ HTr>j7ry,m) 

est indépendant du réseau considéré dans le groupe de Grothendieck correspondant. On en déduit 
donc que pour tout i ^ —g, la torsion de z*h'^P^ j^J^^ HTy' ^(7r„,nt) est nulle. Pour i — ~q on a 

^ z*h-^jfJnHTr.^^{^y,nt) ^ z*h-'i¥P+jl'^HTr.^^{^y,IVt) ^ z*h-^P ^ 
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de sorte que comme z*h '^'P~^j{f^HTY"^^{TTv,ïit) est sans torsion, 

ce qui n'est pas car i<'''*î'+j,^*^iîrr^^ (tt^, Ht) G c pD^", autrement dit la dimension du 

support de son est inférieure ou égale à g — 1, d'oii la contradiction. □ 

7.3.4- Proposition. — Pour tout tt^ G Cusp^^ ^ q(F„), et pour tout 1 ^ t ^ s, le schéma 
H-K^,±{t) est vide. 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, il suffit de trouver un réseau pour lequel le résultat 
est vérifié. Pour ce faire, nous allons utiliser les réseaux donnés par le faisceau pervers des cycles 
proches sur Xx^s- On considère la filtration de stratification 'Sn^ en amont par les noyaux dont les 
gradués sont, d'après les propositions 17.2.3 1 et 16.1. 1[ les p+-complexes d'intersection des systèmes 
locaux d'Harris-Taylor. On raisonne par l'absurde; soit donc tt^, g Cusp^^ goi^v) tel qu'il existe 
f ^ t ^ s dont le |5+-complexe d'intersection du système local d'Harris-Taylor associé ne soit pas 
isomorphe au p-complexe d'intersection. On considère alors z un point générique du support de 
Ph'^^^J*j^HTr^^{Tr^, [t - fj^r,) et soit = F o C Fi C F2 C F3 = -^j^ la sous-filtration de ^n^ telle 
que F2/F1 Qi = J2i=i ^Q, (*' ^v){^^)- On a alors une filtration de F2/F1 dont les gradués sont 
les ^^jfl^^ dont on étudie la fibre en z de la suite spectrale. 

7. 3. 5. Lemme. — La fibre en z du ^ de l 'aboutissement de cette suite spectrale a une 

torsion non triviale. 

Démonstration. — D'après l'hypothèse le 2*/i~^""^ associé à i = t a de la torsion qui est de la 
forme RIj^^ ^ ? ; pour la faire disparaître, la seule possibilité est que dimz soit de la 

forme io<? et que la flèche 

iî%, +(^_i,to - l)^7r_i RI^^^{n^i,t){5}xl (7.3.6) 

de la suite spectrale, soit surjective. Or cette flèche est induite par celle de la suite spectrale 

où Tlt est une représentation quelconque de GLtg{Fy) en particulier dont la réduction modulo l a 
un support supercuspidal disjoint de la droite de Zelevinski de g : 

(nttFiî%, +(7r_i,io-i-l))^7r_i ^na(5}3^? (7.3.7) 

On en déduit en particulier que la congruence de ô modulo m{g). Considérons alors le foncteur de 
Jacquet Jp^^ (to-t)g ^t on remarque que parmi les constituants de 

Jp*,.(to-n, ((ntt7ii'%,_+(^-i,to - t - f ))3t7r_i) 

seul les constituants de nt{ *°~2~^ }(g'- • • ont une image non nulle dans le constituant Ilt{^^—§—^}($ 
... de Jpj^ (Xltl^jx?). Or on remarque que dans l'inclusion 

qui fournit (|7.3.6p à partir de (17.3.71) . l'image de Jp^^ (to-t)g membre de gauche à une image 
nulle dans le constituant Ilt{ *''~2~^ ^ (8> ■ • ■ , avec Ut — RI^^ _,_(7r_i,i), du Jp^^ (to-t)s ^'^ membre 
de droite, de sorte que par exactitude de Jp^^ (t(,-f)g' (|7-3.6p ne peut pas être surjective. □ 

Quitte à changer de tt^ pour un autre qui lui est congruent, les constituants F3/F2 Q/ sont 
associés à des tt^ tels que le support supercuspidal de leur réduction modulo l est disjoint de 
celui de 7r„. Ainsi comme pour ne contient que des représentations dont la réduction 
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modulo / ne contient pas g dans son support cuspidal, on en déduit que z*h '^""^^'^^ j- a une 
torsion non nulle ce qui n'est pas. □ 

Soient : 

- une Ff-représentation irréductible supercuspidale de GLg{Fy) ; 

- 7r_i une Q;-représentation irréductible cuspidale de GLg{Fy) dont la réduction modulo / est 
isomorphe h g^i; 

- pour tout 7i ^ 0, soit tt^ une Q;-représentation irréductible cuspidale de GLjn(^g_^)iug{FTj) 
dont la réduction modulo l est isomorphe à la représentation irréductible cuspidale Qu de 

MM 

On rappelle que pour tout t ^ 1 la, réduction modulo / de L J(Stt(7r_i)) est irréductible. Pour 
tout i ^ 1 et u ^ 0, on note 

- T-i.t,u la réduction modulo l de LJ (^Stt„i{g_^)it^{'^-i)) , qui est donc irréductible; 

- Tu^t la réduction modulo l de Ljl St4(7r,() 



On a alors 

m(e_i)-l 
i=0 



Remarque : dans le cas où, avec les notations de ll.4.3l e(^?-l) = 1, (|7.3.8p s'écrit r^^t = l^~^^T-i^u,t- 

7.3.9. Notation. — Pour tout u ^ 0, on pose — gm{g^i)l'^ et pour d ^ g, on note s„ — ■ 
Remarque : pour compléter les notations précédentes on utilisera parfois g_i pour g et s_i pour 

7.3.10. Lemme. — Soient u ^ et tu < t' ^ Su ; z* ^F^j,^* ^" J^^jtj^ i?) est, avec les 
notations de la proposition \2.2. 21 dans le groupe de Grothendieck correspondant égal à la fibre en 
z de la somme 

m{g-ir E (n,,3tl^,_,(r-t',<^))(^). (7.3.11) 

r—t'm{Q—i)l^^ 

Remarque : l'énoncé ci-dessus est une égalité dans un groupe de Grothendieck et ne dépend pas du 
choix des réseaux considérés ; en particulier Vg_-^ (t' — t,< ôu) n'intervient que pas ses constituants 
irréductibles. Par ailleurs on a remplacé T^t^kiT^-i) par 7r_i. 

Démonstration. — Les cas oii tg„ ^ h étant triviaux, on raisonne par récurrence en supposant le 
résultat acquis pour tout t < t' ^ Su et on traite le cas de t. On part des égalités suivantes dans 
le groupe de Grothendieck correspondant 

t'=t 

et 

(7.3.12) 
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OÙ pour tout r on pose r(u) = rm{g^i)l" et Ht la réduction modulo l deHt. D'après la proposition 
[5XÏÏ1 on a 

î(e-i)-i 

et d'après l'hypothèse de récurrence et en utilisant le corollaire 11.5.61 on a 



t'=t+i 

= E ^*(^jt*''-^.-.M.®(ntxF.-.(i'-iM,^^))(^-=^ (7.3.13) 

t'=t(u) + l 

En soustrayant (j7.3.13p à (|7.3.12p . on en déduit le résultat. □ 

Remarque : le lemme précédent montre en particulier que HT^^^±{t) n'est pas vide pour tout u ^ 
et permet de décrire la ^-torsion des fibres des p+-complexes d'intersection. Pour déterminer l'ordre 
exact de la torsion, il suffit de connaître la réduction modulo des représentations irréductibles 
de ^ ce qui ne devrait pas poser de problèmes aux experts. 
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